Algebra Liniowa z Geometrią


WYKŁAD 10

BAZA W PRZESTRZENI WEKTOROWEJ

ILOCZYN WEKTOROWY

PRZYPOMNIENIE

Definicja
Wektory 
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i tylko wtedy gdy dla każdego układu 
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Jeżeli wektory 
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Przykład
Jeżeli wektory 
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Jeśli np. 
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Definicja
Każdy układ wektorów z 
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det A(
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nazwiemy bazą w przestrzeni wektorowej  
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Twierdzenie
Niech wektory
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Każdy wektor b z tej przestrzeni jest kombinacją liniową wektorów 
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b = 
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współczynniki 
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i nazywają się współrzędnymi wektora b w tej bazie.

Z twierdzenia Cramera wynika, że układ równań

b = 
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ma dokładnie jedno rozwiązanie.

Przykład

 [-15, 28, 18] = 4[1, 2, 3] + 5 [-3, 4, 2] - 4[1, 0, 1]

Wektor [-15, 28, 18] ma współrzędne [4, 5, -4] w bazie złożonej z wektorów  [1, 2, 3],   [-3, 4, 2],   [1, 0, 1]

Baza w przestrzeni 
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 - układ n wektorów

Baza kanoniczna w przestrzeni 
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R



[image: image24.wmf]n

e

e

e

-

-

-

,

,

,

2

1

K


gdzie


[image: image25.wmf])

0

,

,

0

,

1

(

1

K

=

-

e

,  
[image: image26.wmf])

0

,

,

0

,

1

,

0

(

2

K

=

-

e

,
.......,  
[image: image27.wmf])

1

,

,

0

,

0

(

K

=

-

n

e








y






[image: image28.wmf]2

e




[image: image29.wmf]1

e













x







[image: image30.wmf]3

e





   z

Każdy wektor a = [
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bazie kanonicznej jako   a = 
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Przykład
Znaleźć współrzędne wektora 

d = [-1, -2, 3]

w bazie złożonej z wektorów

a =[1, 1, 0],  b = [1, 0, 1],  c = [0, 1, 1] w 
[image: image33.wmf]3
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Oznaczamy szukane współrzędne przez x, y, z; 

muszą one spełniać równanie:

x[1, 1, 0] + y[1, 0, 1] + z [0, 1, 1] = [-1, -2, 3]

a zatem

x + y = -1

x + z = -2

y + z =  3
stąd:  x = -3, y = 2, z = 1

Przykład

Wektor a ma współrzędne [2, 1, -3] w bazie złożonej 

z wektorów [2, 3, 0], [4, 2, 3], [1, 1, 1]. 

Obliczyć współrzędne wektora a w bazie

[4, 0, 1], [0, 2, 3], [2, 1, 0].

Oznaczamy szukane współrzędne przez x, y, z
2[2, 3, 0] + [4, 2, 3] -3 [1, 1, 1] = 

= x [4, 0, 1] + y[0, 2, 3] +  z[2, 1, 0]

Układ trzech równań z trzema niewiadomymi:

4x +2z = 5

2y +z = 5

x + 3y = 0

Postać macierzowa układu:
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Jest to układ Cramera, gdyż wyznacznik macierzy głównej układu jest różny od zera, a zatem z twierdzenia Cramera rozwiązanie jest postaci

x = 
[image: image35.wmf]16
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Podsumowanie

Jeżeli współrzędne wektora a w kolejnych bazach wynoszą odpowiednio:
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· Iloczyn wektorowy w R3
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Definicja
Iloczynem wektorowym wektorów 

a = [a
[image: image49.wmf]1

,a
[image: image50.wmf]2
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] i  b = [b
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nazwiemy wektor a 
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b postaci:
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Przykład
Obliczyć iloczyn wektorowy wektorów:

a = [3, 2, 1],


b = [-4, 0, -5]

a 
[image: image58.wmf]´

b = 
[image: image59.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

0

4

2

3

det

,

4

5

3

1

det

,

5

0

1

2

det

=

= [-10, 11, 8]

Definicja
Iloczynem wektorowym pary wektorów a, b nazywamy:

· wektor zerowy w przypadku, gdy wektory a i b są liniowo zależne, 

· w przeciwnym przypadku, wektor prostopadły do obu wektorów, o długości równej iloczynowi długości tych wektorów i sinusa kąta miedzy nimi zawartego, tzn;
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Interpretacja geometryczna iloczynu wektorowego

Moduł iloczynu wektorowego wektorów a i b jest równy polu równoległoboku „rozpiętego” na tych wektorach.

Twierdzenie

Własności iloczynu wektorowego

(i) < a , a  
[image: image64.wmf]´

 b >= 0 =< b , a 
[image: image65.wmf]´

 b > , tzn. iloczyn wektorowy wektorów a i b jest prostopadły do tych wektorów

(ii) det A( a , b , a 
[image: image66.wmf]´

 b ) 
[image: image67.wmf]³

 0 (> 0 gdy a i b są liniowo         

                                                   niezależne).

(iii) a  
[image: image68.wmf]´

 b = - (b  
[image: image69.wmf]´

 a)                 (antyprzemienność)

(iv) a  
[image: image70.wmf]´

( b + c) = a  
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 b + a  
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 c  (rozdzielność 

    względem dodawania)
(v)  (
[image: image73.wmf]l

a)  
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 b = 
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Dowód

Własność (i):
< a , a 
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 b >

(każda z macierzy ma dwa identyczne wiersze).

Własność (ii): 
det A( a , b , a 
[image: image83.wmf]´

 b ) = 
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zatem  det A( a , b , a 
[image: image85.wmf]´

 b ) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy

a = tb, a zatem wektory a i  b są liniowo zależne.

Własność (iii):

Dla wektorów liniowo zależnych - oczywista
Dla wektorów liniowo niezależnych - wynika z własności orientacji trójki wektorów w przypadku zmiany porządku tych wektorów.

Np.
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Własność (iv): z definicji iloczynu wektorowego.
a  
[image: image87.wmf]´

( b + c) =
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Własność (v)

Oczywiste dla 
[image: image89.wmf]l

 = 0, lub gdy wektory są liniowo zależne.

W przeciwnym razie należy rozpatrzyć dwa przypadki:
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i dalej dowód z definicji

Własność (vi): z definicji iloczynu wektorowego.
Twierdzenie
W układzie kartezjańskim iloczyn wektorowy wektorów
a = 
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wyraża się wzorem:

     a 
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gdzie i, j, k są wersorami osi.

Wzór ten możemy zapisać jako:

a 
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Przykład

Obliczyć iloczyn wektorowy wektorów: 
[image: image100.wmf]-
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Stąd:

[image: image104.wmf])
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Przykład

Obliczyć kąt 
[image: image105.wmf]j

 między wektorami:

a = [0, -1, 3],
b = [2, 5, -2]

· obliczamy długości wektorów a i b
a = 
[image: image106.wmf]10

,
b = 
[image: image107.wmf]33


· obliczamy iloczyn wektorowy

a 
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· określamy moduł iloczynu wektorowego
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· ze wzoru 
[image: image111.wmf])
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EMBED Equation.3[image: image113.wmf]»
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EMBED Equation.3[image: image118.wmf]»
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[image: image119.wmf]0

42’

rozwiązaniem jest drugi kąt gdyż iloczyn skalarny tych wektorów jest ujemny (-11).

Przykład
Obliczyć pole trójkąta o wierzchołkach

A = (2, 7, -1)

B = (0, 3, 5)

C = (-1, 4, 3)

Korzystamy z geometrycznej interpretacji iloczynu 

dwóch wektorów, np.  
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Przykład
Znaleźć wektor prostopadły do płaszczyzny wyznaczonej przez następujące punkty:

P=(1,2,3),   Q=(4,-1,1),
R=(3,0,2)

                      N




                 Q    

                         P






R



Wektory 
[image: image126.wmf]®
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 leżą w płaszczyźnie wyznaczonej przez punkty P, Q, R.

Wektor 
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, prostopadły do obu wektorów jest także prostopadły do płaszczyzny przez nie wyznaczonej

Stąd:
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A zatem:
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· Geometryczna interpretacja wyznacznika

Wektory  a1 ,a2 ,...,ak  w  Rn  są liniowo niezależne.

Definicja

Równoległościanem rozpiętym na wektorach 

a1 ,a2 ,..., an
nazwiemy zbiór wektorów R(a1 ,a2 ,...,an ) postaci:
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gdzie 
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Elementami  zbioru R(a1 ,a2 ,...,an ) są kombinacje liniowe wektorów 

a1 , a2, ..., an

o współczynnikach z przedziału [0,1].

Oznaczenie pola równoległoboku rozpiętego na wektorach 
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Własności pola równoległoboku  
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(a) 
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(b) 
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(c) 
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(d) 
[image: image144.wmf]1

,

2

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

e

e

R

 gdzie e1=[1,0], e2=[0,1] są   

                             wektorami bazy kanonicznej w R2
(e) 
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Zauważmy, że:

Funkcja  
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, gdzie A (a1 ,a2) jest macierzą o kolumnach a1 ,a2 spełnia warunki (a)-(e).

Dowód że:
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Niech wektory a1 = [u,v] i a2=[w,t] będą bokami równoległoboku P.

Obliczamy pole równoległoboku  P=R(a1 ,a2). 
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(przyjmiemy, że kąt (a, b)jest ostry).

Mamy więc:
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EMBED Equation.3[image: image155.wmf]
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Analogicznie obliczamy objętość równoległoboku 

R(a1 ,a2 ,a3) w R3.

Twierdzenie

Pole równoległoboku R(a1 ,a2) w R2  jest równe 
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Objętość równoległoboku R(a1 ,a2 ,a3) w R3 jest równa 
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· Geometryczna interpretacja wyznacznika:

jest to miara pola powierzchni, względnie objętości

Uogólnienie na przestrzeń n – wymiarową:

n - objętość równoległościanu rozpiętego na wektorach

a1 , a2 , .., an  w Rn  jest  równa
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Problem:

Niech a=[a1 ,a2 ,a3] i b=[b1 ,b2 ,b3] będą wektorami w R3.

Pola równoległoboku R(a, b) nie możemy obliczyć bezpośrednio z użyciem funkcji 
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Obliczamy pole równoległoboku:
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Otrzymany wyznacznik nazywamy

wyznacznikiem Grama układu wektorów a, b.

Oznaczenie wyznacznika Grama:

G(a, b)

Stąd

G(a, b) =
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Twierdzenie
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dla układu a, b wektorów w R3.

Uogólnienie:

Dla układu k wektorów a1 ,a2 ,...,ak w Rn,  gdzie ewentualnie k<n, przyjmiemy jako 

miarę k - objętości równoległościanu R(a1 ,a2 ,ak ) 

wyznacznik Grama układu a1 , a2 ,..., ak  w potędze ½ 
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Przedstawione twierdzenie pozwala obliczyć  k- wymiarową miarę objętości dla układu k wektorów w Rn dla k ≤ n.

Macierz Grama dla układu a1 ,a2 ,...,ak  wektorów:
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Twierdzenie
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EMBED Equation.3[image: image177.wmf]
Dowód
Obliczamy:

G(a, b) = det
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Przykład

Obliczyć pole równoległoboku rozpiętego na wektorach:

a = [2, 3, 1],

b = [4, 8, -3]

obliczamy:  <a, a> = 14

<b, b> = 89

<a, b> = 29

stąd:

G(a, b) = det
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Przykład

Obliczyć pole równoległoboku rozpiętego na wektorach:

a = [3, 2, 1],

b = [-4, 0, -5]

(i) stosując wyznacznik Grama,

(ii) stosując iloczyn wektorowy.

Ad. (i)

Obliczamy:

<a, a> = 14,

<b, b> =41,

<a, b> = -17

stąd:
G(a, b) =
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Ad. (ii)

a
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G(a, b) = 100 + 121 + 64 = 285
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