Algebra liniowa z geometrią


WYKŁAD 12

   PRZESTRZENIE AFINICZNE, 

  PROSTA,   PŁASZCZYZNA 

· PRZESTRZENIE AFINICZNE

E
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E2 , E3 , En itd. -  przestrzenie punktowe, 

których elementami są punkty opisane przy pomocy współrzędnych, tj. układów liczb rzeczywistych postaci (a, b), odpowiednio (a, b, c).
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, Rn itd. – przestrzenie wektorowe, 

których elementami są wektory określone przez długość, kierunek i zwrot.

· DZIAŁANIE  WEKTORA  v  NA  PUNKT p. 

Przypadek ogólny:
· p = (p1 ,p2 ,...,pn) -  punkt przestrzeni  En  

· v = [v1 ,v2 ,...,vn] - wektor w  Rn.
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Definicja
Wynikiem działania wektora v na punkt p nazwiemy punkt q=(q1 ,q2 ,...,qn) w En o tej własności, że
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zapiszemy to następująco:  q = p 
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 v 

inaczej:  wektor v jest zaczepiony w punkcie p.

Równoważność działań w przestrzeni wektorowej 
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i przestrzeni punktowej En 
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 działanie wektorów na punkty.

(En , 
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) – przestrzeń afiniczna
Każda para punktów p, q w En wyznacza jednocześnie pewien wektor 
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EMBED Equation.3[image: image15.wmf]o tej własności, że:
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Przykład
Układ punktów p1 ,p2 ,...,pn  jest liniowo niezależny wtedy, gdy:

wektory 
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  są liniowo niezależne;

w szczególności: 

każdy liniowo niezależny układ punktów  p1 ,p2 ,
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w E2 lub E3 wyznacza równoległobok. 

Równoległobok ten nie zależy od wyboru punktu zaczepienia wektorów spośród p1 ,p2 ,p3  etc. 

· PROSTA W PRZESTRZENI E
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Definicja
Dla wektora a w Rn, a 
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podprzestrzenią L(a) generowaną przez a

nazwiemy zbiór wektorów postaci:
b = t · a dla pewnej liczby rzeczywistej t.

Inaczej:

L(a) = {b: b = ta, t
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Przykład
a = [2,-1,5]  
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 wektor  b = [8, - 4, 20] 
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L(a),  t = 4

Niech  punkt 
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Definicja
Prostą o kierunku a przechodzącą przez punkt p0 nazwiemy zbiór L(a,p0) punktów q postaci: 
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(a),    tzn.   b = ta,   dla t
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Inaczej:



L(a,p0) = {q
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Przykład
a = [1, 2, 3]
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 = (0, -4, 5)

dla t = 3  
[image: image49.wmf]Þ

  ta = 3[1, 2, 3] = [3, 6, 9], 
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Twierdzenie
Punkt  
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  leży w prostej L(a,p0) wtedy i tylko wtedy, gdy: 

istnieje liczba rzeczywista t o własności tej, że:
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Istotnie,  
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Układ (*) jest równaniem parametrycznym prostej L(a,p0).
W przypadku n = 2, z równania parametrycznego prostej w przestrzeni E
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, parametr t może być wyeliminowany.

Punkt q(q
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 należy do prostej L(a, p
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) wtedy i tylko wtedy, gdy jego współrzędne spełniają następujące równania:
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gdzie:
p
[image: image67.wmf]0

 = p
[image: image68.wmf]0

(p
[image: image69.wmf]0

2

0

1

,

p

),
a = [
[image: image70.wmf]]

,

2

1

a

a


Stąd


[image: image71.wmf](

)

0

0

2

1

0

1

2

2

1

1

2

=

×

-

×

-

-

p

a

p

a

q

a

q

a

.

Zatem ogólne równie prostej L(a,p0) w R2 jest postaci:
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Uwaga
Współczynniki w równaniu prostej:

a = a2 i b = -a1,   gdzie a ustala kierunek prostej L(a,p0). 

Przykład
Napisać równanie prostej w E
[image: image73.wmf]3

 o kierunku a = [2, 3, 5] 

i przechodzącej przez punkt p
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Współrzędne punktów należących do prostej  oznaczamy przez q = (q
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Współrzędne punktu q spełniają równania:
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Przykład
Napisać równanie prostej w E
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 przechodzącej przez punkty:   p
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Wybieramy punkt np. p
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Współrzędne punktu q należącego do prostej wyznaczonej przez punkt p
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spełniają równania:

· Równanie parametryczne prostej:


q
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· Równanie ogólne prostej:
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· PŁASZCZYZNA GENEROWANA PRZEZ WEKTORY a i b
Definicja
Dla wektorów a, b liniowo niezależnych w Rn ,
płaszczyzną P(a,b) generowaną przez a i b
nazwiemy zbiór wektorów postaci

ta + wb

dla pewnych liczb rzeczywistych t, w.
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Inaczej:

P(a, b) = {v: v = ta + wb; t,w
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Przykład
a = [0, 6, -3],
b = [1, 1, 1]

v = 2a + 3b = 2[0, 6, -3] + 3[1, 1, 1] = [3, 15, -3]

v 
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Niech punkt 
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Definicja
Płaszczyzną w En wyznaczoną przez wektory a i b,

przechodzącą przez punkt p0
nazwiemy zbiór P(a, b, p0)  punktów 
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Inaczej:

P(a, b, p0) = {q: q = 
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Twierdzenie
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Ograniczymy się teraz do przypadku n = 3; mamy więc:
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Zauważmy, że wtedy układ:

[image: image116.wmf](

)

0

0

1

1

1

1

=

×

-

-

×

+

×

z

p

q

b

w

a

t



[image: image117.wmf](

)

0

0

2

2

2

2

=

×

-

-

×

+

×

z

p

q

b

w

a

t



[image: image118.wmf](

)

0

0

3

3

3

3

=

×

-

-

×

+

×

z

p

q

b

w

a

t


Ma rozwiązanie z = 1.

Z reguły Cramera: wnosimy, że musi być spełniony warunek:
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Rozwinięcie względem 3. kolumny daje:
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Twierdzenie
Punkt 
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 leży w płaszczyźnie P(a, b, p0) 

· generowanej przez wektory a, b 

· przechodzącej przez punkt p0 

wtedy i tylko wtedy, gdy:
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Ogólne równanie płaszczyzny P(a, b, p0)  w E3 

jest postaci:
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Wektor a
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 b jest prostopadły do płaszczyzny 

P(a, b, p0).

Przykład
Napisać równanie płaszczyzny w E
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P(a, b, p0) = {q: q = 
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Równanie parametryczne płaszczyzny:
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Ogólne równanie płaszczyzny:
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Równanie płaszczyzny:

-12(1-q
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Wzajemne położenie dwóch płaszczyzn

W przypadku dwóch płaszczyzn opisanych równaniami:

· 
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Płaszczyzny są równoległe, tzn. równoległe i różne lub pokrywają się, gdy:
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przy czym pokrywają się , gdy:
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