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ZASADY ZALICZANIA PRZEDMIOTU

Algebra Liniowa z Geometrią

1. Egzamin pisemny w sesji zimowej 

Jeden egzamin poprawkowy – pisemny

2. Zasady zaliczania ćwiczeń – system punktowy:

Na zaliczenie ćwiczeń mają wpływ:

a) Wyniki kolokwiów

· W semestrze będą przeprowadzone 2 kolokwia. 

· Z każdego kolokwium można uzyskać max 30 pkt. Do zaliczenia jednego kolokwium potrzeba min. 12 pkt. 

· Kolokwia poprawkowe są przeprowadzane przez asystentów na ćwiczeniach. Decyzję o przeprowadzeniu kolokwium poprawkowego i o jego terminie, podejmuje asystent prowadzący zajęcia. 

b) Wyniki kartkówek

· Na każdych zajęciach będą rozdawane zadania domowe. Student ma obowiązek samodzielnego rozwiązania tych zadań na następne zajęcia. 

· W semestrze zostaną przeprowadzone 3 kartkówki z  zadań wybranych ze zbioru rozdanych już zadań domowych. 

· Kartkówki przeprowadzają asystenci na ćwiczeniach w wyznaczonych dowolnie terminach.

· Z każdej kartkówki można uzyskać max 10 pkt.

c) Ocena pracy studenta podczas ćwiczeń dokonana przez prowadzącego zajęcia

· Każdy prowadzący ma do dyspozycji 10 pkt., które może przyznać studentowi oceniając jego obecność i aktywność na ćwiczeniach. 

3. Na zaliczenie ćwiczeń należy uzyskać min. 50 pkt. Zwolnienia z egzaminu uzyskuje się po zdobyciu min. 80 pkt., przy czym ocena za egzamin w zależności od ilości zdobytych punktów jest następująca:

80 – 89 pkt   – db

90 – 94 pkt   – db+

95 – 100 pkt – bdb

4. W przypadku nie zaliczenia ćwiczeń, prowadzący zajęcia może wyrazić zgodę na dopuszczenie studenta do egzaminu semestralnego, który będzie traktowany jako zaliczający ćwiczenia i po uzyskaniu pozytywnej oceny student zdaje egzamin semestralny w pierwszym terminie poprawkowym.

5. W uzasadnionych przypadkach, prowadzący może wyrazić zgodę na przeprowadzenie dodatkowego egzaminu poprawkowego lub dodatkowego zaliczenia.

6. Do egzaminu zerowego są dopuszczeni tylko ci studenci, którzy mają zaliczone ćwiczenia.

7. W przypadkach spornych decyzję o dopuszczeniu studenta do egzaminu oraz o warunkowym zaliczeniu przedmiotu podejmuje wykładowca.
WYKŁAD 1 

WIADOMOŚCI WSTĘPNE

· Obiekty skalarne

· Liczby zespolone

· Wektory 

· Macierze
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23, 15, -2, 5/7, 0

· OBIEKTY SKALARNE

Liczby naturalne  (natural) 

– N
Liczby całkowite (od niem. Zahl - liczba)

– Z
Liczby wymierne (quantity) 

– Q
Liczby niewymierne (irrational) 

– \Q
Liczby rzeczywiste  (real) 

– R

· Każda liczba rzeczywista jest reprezentowana jako punkt na osi liczbowej. 

· Każdemu punktowi na osi odpowiada dokładnie jedna liczba.

Reprezentacja zbiorów liczbowych na osi


LICZBY NATURALNE  (NATURAL)

„Liczby naturalne stworzył Bóg, wszystko inne jest dziełem człowieka”

Leopold Kronecker – matematyk niemiecki

Liczby 0, 1, 2,... nazywamy liczbami naturalnymi,  n( N

Terminy pierwotne:

{N, 0, oraz pojęcie: m jest następnikiem n}.

System Peano (1891)

Uwaga: 

Przyjęcie 0 jako liczby naturalnej jest kwestią umowną.

· Liczby naturalne są definiowane aksjomatycznie.

· Działania na liczbach naturalnych definiowane są indukcyjnie.

· Zbiór liczb naturalnych jest zbiorem podstawowym do definiowania innych zbiorów liczbowych i działań, które można w nich przeprowadzać.

· Inne zbiory liczbowe są rozszerzeniem zbioru liczb naturalnych. Inne zbiory liczb tworzy się ze zbioru liczb naturalnych za pomocą różnych algebraicznych i logicznych konstrukcji.

Indukcja matematyczna – zasada kostek domina.

Definicja indukcyjna dodawania liczb naturalnych:

(1) Jest określone dodawanie dla elementu 0:

0 + n = n 


dla każdego n( N,

(2) Zał: Jest określone dodawanie liczb (m + n)

Teza: Jest określone dodawanie liczb (m’ + n):
m’ + n = (m + n)’ 
dla każdych  n, m( N 

· Wzór (1) mówi, ile wynosi dodanie 0 do dowolnego n. 

· Wzór (2) informuje, ile wynosi dodanie następnika m do n w zależności od sumy m + n. 

Tak w sposób formalny zapisuje się znany fakt, że dodanie liczby m do n równe jest m – krotnemu dodaniu jedności.

Niech m = 0

1 + n = 0’ + n = (0 + n)’ = n’ 

(np. 1+1 = 0’ + 1 = (0 + 1)’ = 1’ = 2)

2 + n = 1’ + n = (1 + n)’ = n’’

(np. 2 + 1 = 1’ + 1 = (1 + 1)’ = 2’ = 3)

...

Definicja indukcyjna mnożenia liczb naturalnych:

(1)
Jest określone mnożenie dla elementu 0:
0 ( n = 0 



dla każdego n(N,

(2)
Zał: Jest określone  mnożenie (m ( n)

Teza: Jest określone mnożenie liczb (m’( n):
m’ ( n = (m (  n) + n 

dla każdych  n, m( N

Tak w sposób formalny zapisuje się fakt, że mnożenie polega na powtarzaniu dodawania.

Niech m = 0

1 ( n = 0’ ( n = (0 ( n) + n = 0 + n = n

2 ( n = 1’ ( n = (1 ( n) + n = n + n

...

Twierdzenie o własnościach dodawania i mnożenia

m + (n + k) = (m + n) + k                      (łączność),

m + n = n + m                                       (przemienność),

(m + n = m + k) ( (n = k)                    (skracanie),

m( (n + k) = m( n + m( k                     (rozdzielność),

m( n = n( m                                          (przemienność),

(m( n) ( k = m( (n( k)                           (łączność),

 m( 1 = m                                              (istnienie jedynki)

(m ( 0) ( (m = n’ dla pewnej liczby n),

m’ = m + 1,

dla każdej pary m, n liczb naturalnych: m = n lub m = n + k dla pewnego k lub n = m + k dla pewnego k. 


Definicja porządku w zbiorach liczb naturalnych

m < n wtedy, gdy istnieje liczba naturalna k (  0 taka, że

m + k = n.

np.: 5<7, bo istnieje k=2, t. że 5+2=7

Twierdzenie o uporządkowaniu

Dla każdej pary liczb naturalnych mamy


m = n
 lub

m > n

lub

m < n.

Twierdzenie o własnościach porządku

· n ( n,
· (m ( n  i  m ( n )  ( (m = n),

· (m ( n  i  n ( k) ( (m ( k),

· Dla każdej pary n, m jest: m ( n lub m (n,

· n ( 0.


LICZBY CAŁKOWITE

Definicja
Dla każdej liczby n
[image: image3.wmf]Î

N definiujemy liczbę –n.
Z = N ( {-1, -2, -3,...} - zbiór liczb całkowitych. 

Definicja  

Porządek w zbiorze liczb całkowitych

· n <Z m oznacza n  <N  m gdy n, m ( N.

· n <Z k gdy n = - m dla pewnego m ( N i k ( N.

· n <Z m oznacza l <N k gdy n = -k, m = -l 
dla pewnych k, l( N.

np.: 2<3,  -3<5, -2<-1

Definicja
Dodawanie liczb całkowitych:

· m +Z n = m + n, gdy m, n ( N.

· m +Z n = -(k + l) gdy m = -k, n = -l i k, l ( N.

· m +Z n = u takie, że m = p +u  gdy m( N, 

    n = -p i m ( p dla pewnego p( N.
· m +Z n = -w takie, że m = p +w  gdy m( N, 

   n = -p i p>m dla pewnego p( N.

np.:
(-5) +Z (-3) = -(5 + 3)






(2) +Z (-1) = 1 ponieważ 2 = 1 + 1



(2) +Z (-5) = -3 ponieważ 5 = 2 + 3
Definicja 

Mnożenie liczb całkowitych

 m (Z n = m(n,
  gdy m, n ( N.

m (Z n = -(m ( p)   gdy m( N, n = -p,                                                                  

                                          dla pewnego p ( N.

m (Z n = k ( l 
  gdy m = -k, n = -l 

dla pewnych k, l ( N.

Definicja
-m = n,  gdy m = -n dla pewnego n( N.

Twierdzenie
-(-n) = n,  dla każdej liczby całkowitej n.

Definicja
Odejmowanie liczb całkowitych

m - n = u   wtedy, gdy m = n + u.

PODZIELNOŚĆ

Twierdzenie (o podzielności)

Dla każdej pary n, m liczb naturalnych, gdzie n > 0, istnieje para liczb naturalnych k, l taka, że

m = kn +l,
gdzie 
0 (  l < n

liczby k, l są wyznaczone jednoznacznie tj. 
m = k*n + l* gdzie 0 ( l*< n oznacza k*= k,  l*= l.

np.: n = 5 i m = 12,  
[image: image4.wmf]12=2·5+2

Twierdzenie
Dla każdej liczby całkowitej  m i liczby naturalnej n > 0 znajdziemy dokładnie jedną parę liczb k,l  gdzie k( Z i  

0 (  l < n o tej własności, że  m = k n + l.

Liczbę l nazywamy resztą z dzielenia m przez n. 

Jeżeli l = 0 to mówimy, że m jest podzielna przez n 

i zapisujemy ten fakt używając symbolu n(m (n dzieli m). 

CECHY PODZIELNOŚCI

· Podzielność przez 2: Ostatnia cyfra parzysta.

· Podzielność przez 3: Jeśli suma cyfr danej liczby dzieli się przez 3, to dana liczba też.

Przykład: 25479

Sprawdzamy sumę cyfr: 2+5+4+7+9 = 27. Ponieważ 27 dzieli się przez 3, to 25479 też dzieli się przez 3.

Analogicznie wygląda cecha podzielności przez 9.

· Podzielność przez 4: Jeśli liczba złożona z dwóch ostatnich cyfr danej liczby dzieli się przez 4, to dana liczba też.

Analogicznie wygląda cecha podzielności przez 2n, gdzie 
n > 0. Wystarczy rozpatrzyć liczbę złożoną z n ostatnich cyfr danej liczby.

Przykład: 123540

Liczba 40 dzieli się przez 4, a zatem liczba 123540 też dzieli się przez 4.

· Podzielność przez 5: Ostatnią cyfrą jest 0 lub 5.

· Podzielność przez 7: Dzielimy liczbę blokami od końca po 3 cyfry.

Przykład: 5123535342562

3 – cyfrowe bloki: 562, 342, 535, 123, 5. Obliczmy:

562 – 342 + 535 – 123 + 5 = 637 = 7(91

Zatem 5123535342562 również dzieli się przez 7.

Analogicznie wygląda cecha podzielności przez 11 i 13.

· Podzielność przez 11: Drugi sposób. Dodajemy i odejmujemy na przemian cyfry danej liczby. Jeśli tak powstała liczba dzieli się przez 11, to cała liczba też.
Przykład: 5123536342562

2-6+5-2+4-3+6-3+5-3+2-1+5 = 11 = 11 ( 1

Zatem 5123536342562 też dzieli się przez 11.

Definicja liczby pierwszej

Liczbę p nazywamy pierwszą wtedy, gdy p ( 0, ( 1  i dla każdej liczby naturalnej n: jeżeli n(p to n = ( p lub n= ( 1

Początkowe liczby pierwsze to: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,...

NAJWIĘKSZY WSPÓLNY DZIELNIK

Definicja 

Liczba całkowita  p jest największym wspólnym dzielnikiem liczb całkowitych m i n wtedy gdy

 p(m i  p(n

jeżeli q(m i  q(n   to   q(p.

Oznaczenie: p = NWD(m,n). 

Przyjmujemy, że NWD(m,n) oznacza liczbę naturalną.

np.: dla n=36 i m=24, NWD(36, 24)=12

Definicja :

Liczby całkowite m, n są względnie pierwsze wtedy, gdy: NWD(m, n) = 1. 

 np.: (3,7), (11,19)

Twierdzenie
Jeśli m i n są względnie pierwsze i m ((n ( p) to m (p

np. 3((7( 9)  ( 3(9.

ROZKŁAD NA CZYNNIKI PIERWSZE
Twierdzenie
Dla każdej liczby naturalnej m > 1 istnieją liczby pierwsze p1... pn, takie że m =  p1... pn. Rozkład taki jest jednoznaczny. 

np.: 324 =
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LICZBY WYMIERNE (QUANTITY)

Definicja
Q – zbiór liczb wymiernych, rozszerzenie zbioru Z

Q = {
[image: image7.wmf]n
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Uwaga:

Liczba wymierna zapisana w postaci ułamka dziesiętnego jest skończona albo okresowa.

Definicja
Działania dodawania +Q i mnożenia (Q w Q:
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Ułamek 
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Definicja (odwrotność)

Dla 
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Twierdzenie 
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Definicja (dzielenie)

Dla ułamków 
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Twierdzenie 
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Twierdzenie
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Definicja 
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 (Q,  +Q , -Q , (Q , :Q )
( 
Q ciało liczbowe.

Porównywanie ułamków

Definicja
Dla ułamków 
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Twierdzenie
Dla liczb całkowitych n,m mamy 
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Twierdzenie  (o gęstości)

Jeżeli 
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LICZBY NIEWYMIERNE (IRRATIONAL)

Liczby niewymierne – mają reprezentację na osi liczbowej, a nie można ich zapisać jako liczby wymiernej

Np. liczba 
[image: image53.wmf]2

 nie jest liczbą wymierną.
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A={1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213,   

     1.4142135, 1.41421356}

B={2, 1.5, 1.42, 1.415, 1.4143, 1.41422, 1.414214,

     1.4142136, 1.41421357}

W zbiorze A nie ma liczby największej.

W zbiorze B nie ma liczby najmniejszej.

Uwaga

Nie każdą liczbę rzeczywistą da się zapisać w postaci ułamka zwykłego. 

Liczby, które takiego zapisu nie mają nazywamy niewymiernymi. 

LICZBY RZECZYWISTE (REAL)

R = Q ( \Q

· LICZBY ZESPOLONE (COMPLEX)

Liczba zespolona ( para liczb.

Definicja 

Liczbami zespolonymi nazywamy uporządkowane pary liczb rzeczywistych, np. (a, b) , (c, d) , dla których określamy równość, dodawanie i mnożenie w sposób następujący:
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Dodawanie i mnożenie liczb zespolonych są 

działaniami wewnętrznymi
tzn., że ich wynikiem jest liczba zespolona.

Interpretacja liczby zespolonej:
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punkt  P(x, y) – diagram Arganda 

Płaszczyznę zespoloną liczb z oznaczymy symbolem C.



    Y







P(x,y)


X


Oś rzeczywista =Rez

· WEKTORY

Przestrzeń (  zbiór punktów

1. Przestrzeń jednowymiarowa – oś liczbowa

Oś liczbowa.



0
x
2. Przestrzeń dwuwymiarowa – płaszczyzna

Kartezjański układ współrzędnych w przestrzeni dwuwymiarowej.

· Początek układu, np. punkt 
[image: image57.wmf]0
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· Dwie wzajemnie prostopadłe proste poprowadzone przez punkt 
[image: image58.wmf]0

p

 - osie x, y  układu.

· Jednostki długości określone na każdej osi.

· Współrzędne punktu p (a, b) – rzuty punktu p kolejno na osie x, y.

y


( P(a,b)


(0, 0)
x
3.
Przestrzeń trójwymiarowa - przestrzeń

Kartezjański układ współrzędnych w przestrzeni trójwymiarowej.

· Początek układu, np. punkt 
[image: image59.wmf]0

p

.

· Trzy wzajemnie prostopadłe proste poprowadzone przez punkt 
[image: image60.wmf]0

p

 - osie x, y, z układu.

· Jednostki długości określone na każdej osi.

· Współrzędne punktu p – rzuty punktu p kolejno na osie x, y, z.

y


( P(a,b,c)


(0, 0, 0)
x


z
4.   Przestrzeń czterowymiarowa – czasoprzestrzeń  

P(a,b,c,t).

5.   Przestrzeń naprężeń w materiale – przestrzeń 6-    

      wymiarowa.

Uogólnienie na przestrzeń n – wymiarową
Przestrzeń Euklidesowa n – wymiarowa, 
[image: image61.wmf]n
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Współrzędne punktów w 
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Wektory ( możliwość opisu wzajemnego położenia punktów.


y


( B


( A


x


z

1. Punkty A i B - odległość
2. Prosta przechodząca przez A i B – kierunek

3. Zwrot od A do B.

Definicja
Wektorem nazywamy uporządkowaną parę punktów 

(A, B), czyli odcinek skierowany o początku w punkcie A i o końcu w punkcie B.
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Definicja
Wektorem o długości n nazwiemy układ liczb rzeczywistych postaci [a1 ,a2 ,...,an]; gdzie 
[image: image64.wmf]i

a

 oznacza różnicę odpowiednich współrzędnych punktów A i B.
liczby a1 ,a2 ,...,an są współrzędnymi wektora.
Oznaczenia wektora:  a, a, 
[image: image65.wmf]®

AB


Przestrzeń wektorowa n – wymiarowa - 
[image: image66.wmf]n

R


Definicja
Długością lub modułem wektora 
[image: image67.wmf]®

AB

, oznaczanym przez 
[image: image68.wmf]®

AB

 lub AB, nazywamy długość odcinka 
[image: image69.wmf]AB

.

Wielkości określające wektor:

· Kierunek wektora

Jeżeli koniec B wektora 
[image: image70.wmf]®

AB

 nie pokrywa się z jego początkiem A to mówimy o kierunku wektora, utożsamiając ten kierunek z kierunkiem prostej wyznaczonej przez punkty A i B. 
Przypominamy: kierunek prostej jest to ta jej własność, którą mają wszystkie proste do niej równoległe i tylko te proste.

· Zwrot wektora

Prostą AB można wtedy skierować nadając jej zwrot w wyniku przyjęcia umowy dotyczącej następstwa punktów uznanego za dodatnie. W ten sposób nadajemy wektorowi 
[image: image71.wmf]®

AB

 zwrot zgodny ze zwrotem skierowanej prostej AB, na której A poprzedza B.

· Długość wektora

Długością lub modułem wektora 
[image: image72.wmf]®

AB

, oznaczanym przez 
[image: image73.wmf]®

AB

 lub AB, nazywamy długość odcinka 
[image: image74.wmf]AB

.

LICZBY ZESPOLONE A WEKTORY

Interpretacja liczby zespolonej:
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     wektor [x, y] w R2
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· MACIERZE

Zadanie: 

Mamy dane miasta: Londyn, Madryt, Nowy Jork i Tokio. Wyznaczyć diagram odległości pomiędzy tymi miastami.

I etap:


Tworzymy wektor, którego współrzędnymi są odległości od Londynu do każdego z miast:

Odległość od Londynu do Londynu = 0
Odległość od Londynu do Madrytu = 785
Odległość od Londynu do Nowego Jorku = 3459
Odległość od Londynu do Tokio = 5959

Otrzymujemy wektor:

L = [0, 785, 3469, 5959]

Analogicznie tworzymy wektor odległości od Madrytu do każdego z miast:

M = [785, 0, 3593, 6706]

Wektor odległości od Nowego Jorku do każdego z miast:

NY = [3469, 3593, 0, 6757]

Wektor odległości od Tokio do każdego z miast:

T = [5959, 6706, 6757, 0]

II etap.

Możemy zgromadzić teraz te wektory w jednej tablicy, otrzymując zestawienie odległości pomiędzy miastami. Taką tablicę nazywamy macierzą.

                 Londyn  Madryt  Nowy Jork   Tokio
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· PODSUMOWANIE

Typy danych w języku C++:

unsigned int – 
liczby naturalne

int (integer) –   
liczby całkowite

float, double –
liczby zmiennoprzecinkowe

Tablica:

int w[10]  –
wektor 10 obiektów typu int

Tablica wielowymiarowa:

  Int m[4][5] – 
macierz (4 wiersze, 5 kolumn) obiektów typu int
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