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Analiza Matematyczna I


WYKŁAD 7
ZASTOSOWANIA POCHODNYCH II

· APROKSYMACJA WIELOMIANOWA.
Przyjmijmy, że dla funkcji 

f:(a, b) ( (c, d)
· pochodne  f '(x), f ''(x), ..., f (n-1)(x)są określone na całym przedziale (a, b) 

· istnieje wartość f (n)(x0) pochodnej f (n)(x) dla pewnego punktu x0 ( (a, b).
(
Istnieje wielomian stopnia n, który aproksymuje funkcję f z zadaną dokładnością w pewnym otoczeniu punktu x0 (zależnym od żądanej dokładności)

Definicja

Wielomianem Taylora stopnia n funkcji f(x) względem punktu x0 nazwiemy wielomian:

T
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Zauważmy, że T
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(k) (x0) = f (k) (x0) dla k = 0,1,...,n, zatem wielomian T
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x

() ma takie same pochodne do rzędu n w punkcie x0 jak f().

Twierdzenie 
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Dowód

Niech 

r(x) = f(x) - T
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Na mocy własności wielomianu Taylora 

r(k)(x0) =0 dla k = 0,1,...,n.

Zatem wystarczy udowodnić, że 

r(k)(x0) = 0 dla k ( n
 (    
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Dowód przez indukcję względem n                

Krok 1. n=1.

Mamy: 

r(x0) = 0 = r'(x0) 

zatem z twierdzenia de l’Hospitala


[image: image9.wmf](

)

(

)

(

)

0

'

lim

lim

)

(

lim

0

0

0

0

0

0

0

=

=

-

-

=

-

®

®

®

x

r

x

x

x

r

x

r

x

x

x

r

x

x

x

x

x

x


Krok 2. 

Założenie: r (k)(x0) = 0 dla k ( n-1 ( 
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Teza: r (k)(x0) = 0 dla k = n   (  
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Z twierdzenia o wartości średniej:

        r(x) = r(x)-r(x0) = r'(x0 +((x-x0))(x-x0)

dla pewnego ( ( (0,1) 

Zatem:
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gdzie ostatnia równość wynika z twierdzenia 

de l’Hospitala zastosowanego n – 1 razy.

Na mocy twierdzenia indukcyjnego dla funkcji 
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Mamy zatem:
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf](
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gdzie 
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Wielomian Taylora Tx
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(x) spełnia warunek: 

dla ( ( (0, 1) istnieje ( > 0   

o własności

|f(x) - Tx
[image: image20.wmf]0

(x)| = |r(x)| ( ( |x-x0|n wtedy, gdy |x-x0|< (.

Zatem: dostatecznie blisko x0, Tx
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(x) przybliża f(x) 

z dokładnością jakiej żądamy (ustalając (). 

Przykład 1

Wielomian Taylora dla funkcji ex względem 0:

ex = 
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Stosując wzór dla x = 0 otrzymamy:

e ( 
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z dokładnością do r(1).  

Przykład 2
Wielomian Taylora dla funkcji ln (1+x) względem 0:

ln (1+x) = 
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Przykład 3

Znaleźć wielomian Taylora dla funkcji f (x) = sin x względem 0.

Mamy 
[image: image27.wmf](
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Przykład 4

Znaleźć wielomian Taylora dla funkcji f (x) = cos x względem 0.

Mamy 
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cos x = 
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· Reszta w postaci Lagrange'a i reszta w postaci Cauchy'ego

Twierdzenie

Założenia: 

· f:(a, b) ( (c, d) ma ciągłe pochodne 

f '(x), f ''(x), ..., f (n)(x)  na (a, b)
·  istnieje na (a, b) pochodna f (n+1)(x) 

wtedy,

r(x) =
[image: image43.wmf](
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dla pewnego c
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,

[

0

x

x

Î

,  k(z) jest dowolną funkcją ciągłą na przedziale 
[image: image45.wmf]]

,

[

0

x

x

, o pochodnej k'(z) nie zerującej się na tym przedziale.

Rozważmy funkcję

(*)  h(z)=
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gdzie x jest liczbą z (a, b), x ( x0 i z ( [x0, x].

Mamy: h(x0) = r(x) oraz h(x) = 0.

Obliczenie pochodnej h'(z) na podstawie (*) daje:

h'(z) = - 
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Do pary h(z), k(z) funkcji zastosujemy twierdzenie o wartości średniej:
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Zatem:

r(x) =
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Reszta w postaci Lagrange'a

Przyjmiemy: k(z) = (x-z)n+1.  

r(x) =
[image: image52.wmf](
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Jest to reszta w postaci Lagrange'a.

Przykład

Rozważmy aproksymację funkcji ex z resztą w postaci Lagrange'a:

ex=1 +
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Zastępując e przez 1 + 
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Na przykład, gdy n = 5, mamy:

e ( 1 + 1 + 
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· PRZYBLIŻONE ROZWIĄZYWANIE RÓWNAŃ ALGEBRAICZNYCH

Założenie:

Dla funkcji f(x) istnieje przedział [a, b] o własnościach:

(i)   f(a) < 0 < f(b),
(ii) f'(x) > 0 dla x ([a, b] tj. f  jest funkcją rosnącą na    

                                 [a, b]  (tj. f(x) > f(y) gdy x > y).

Z własności funkcji ciągłych wnosimy, że:

istnieje c ( (a, b) taka, że f(c) = 0.

Szukamy przybliżenia liczby c.

· Metoda stycznych

Krok 1. Napiszemy wielomian Taylora stopnia 1 dla f:
0 = f(c) = f(b) + f'(b)(c - b)+ 
[image: image65.wmf]2
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gdzie t ( (c, b). Mamy więc:  

0 (  f(b) + f'(b)(c - b)   tj. c ( b
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x1 = b 
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  jest pierwszym przybliżeniem c.

Opis geometryczny x1 
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Równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie (b, f(b)) ma postać:

y - f(b) = f'(b)(x - c)

Prosta styczna przecina oś x w punkcie (x1, 0), dla którego:

x1 = b 
[image: image72.wmf](
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x1 jest x – ową współrzędną punktu przecięcia prostej stycznej do wykresu f(x) w punkcie (b, f(b)) z osią x. 

Krok 2. Przyjmijmy

x2 = x1 
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x2 jest x – ową współrzędną punktu przecięcia prostej stycznej do wykresu f(x) w punkcie (x1, f(x1)) z osią x. 

Krok n. Jeśli określiliśmy x1, x2, ..., xn-1, to:

xn = xn-1
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Podaliśmy więc definicję indukcyjną ciągu (xn).

Dla analizy tego ciągu, przyjmiemy, że np. f''(t) >0 dla t ( (a, b), w pozostałych przypadkach analiza jest analogiczna.

Mamy:

(a)   x1 < b ponieważ: x1= b 
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(b)   x1 > c ponieważ: 
c - x1= c - b + 
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 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf]2
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Zatem:

c < x1 < b

Podobnie dowodzimy, że 

c < xn+1 < xn < b dla n=1, 2, ... .

Ciąg (xn) jest malejący i ograniczony
( 
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q = lim xn. 

Granica q spełnia warunek:

q = 
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zatem

f(q) = 0   tj.   q = c 
[image: image87.wmf](
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Błąd oszacowania c - xn wartości c przez kolejne 

wyrazy ciągu (xn). 

Ponieważ:
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więc

c - xn+1 =
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    dla  n=1,2,... Niech: 

m = inf{f'(t): t([a, b]},

 M = sup{f''(t): t([a, b]} 

wtedy:

|xn+1 - c| ( 
[image: image90.wmf]×
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zatem każde następne przybliżenie daje c z dokładnością 

o rząd wyższą od poprzedniego przybliżenia.  

Przykład  

Dla f(x)=x2 - 2 na przedziale [0, 2]. 

Kolejne kroki algorytmu dają:

x1 =2-
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1,417,  

x3 =1,4142... etc.

Ocenimy błąd kolejnych aproksymacji

Ponieważ: m = 2, M = 2, więc:

x2 - c ( 1/2 ( (0,1)2 = 0,005,

x3 - c ( 1/2 ( (0.005)2 = 0,0000125

Zatem: 1,4141875 ( c

· LOKALIZACJA ZER WIELOMIANÓW
Zera wielomianu

w(x) = xn + an-1 xn-1 +...+a1x + a0
zawierają się w przedziale [-M, M] gdzie

M = max{1, |an-1|+... + |a0|}.

 Algorytm Sturma dla przypadku, gdy wielomian ma wyłącznie pierwiastki jednokrotne.

Redukcją ciągu y = (y0 , y1, ..., yl)  jest ciąg 
x = (x0 , x1, ..., xn) jego wyrazów niezerowych wypisanych z zachowaniem kolejności. 

Ciąg x nazywamy ciągiem zredukowanym.

Przykład

y = (1, 2, 0, 6, 0, 10, -5, 1, 0)

x = (1, 2, 6, 10, -5, 1)

Definicja

 Dla ciągu zredukowanego x = (x0, ..., xk) nazwiemy sygnaturą ciągu x, symbolicznie s(x), liczbę par postaci (xi, xi+1) o tej własności, że xi ( xi+1 < 0.

Sygnatura s(x) jest liczbą zmian znaku wyrazów ciągu.

Rozważmy teraz wielomian:

w(x)=xn + an-1 xn-1 +...+ a1 x + a0. 

Dla wielomianu w(x) definiujemy wielomian : w1(x), ..., wm(x)
w0(x)  =  w(x),

w1(x)  =  w'(x),

w0(x)  =  g1(x) ( w1(x)- w2(x),

w1(x)  =  g2(x) ( w2(x) -w3(x),

............

wm-1(x)  =  gm(x) ( wm(x)

gdzie w1(x), w2(x),..., wm(x) są wielomianami niezerowymi takimi, że stopień wielomianu wi(x)jest mniejszy od stopnia wielomianu wi-1(x).

Dla liczby rzeczywistej c, przyjmiemy:

Vw(c) = s((w0(c), w1(c),...,wm(c))).

 Twierdzenie ( STURM)

 Jeśli stopień w(x) > 0, w(a) ( 0, w(b) ( 0, to liczba różnych zer wielomianu w(x) w przedziale (a, b) jest równa:

Vw(a) - Vw(b).

Przykład 

Określić liczbę zer wielomianu w(x) w przedziale

[0,3]

w(x) = w0(x) = x3 - 4x2 + 5x –2

Mamy:

w1(x) = w(0 (x) = 3x2 - 8 x + 5

w0(x) =
[image: image93.wmf]÷
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w1(x) -
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Zatem: w2(x) =
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Mamy: w2(x) | w1(x). 

Otrzymujemy ciąg (w0(x), w1(x), w2(x)).

Mamy:


w0(0) = -1


w1(0) =  5


w2(0) = -2/9

Zatem


Vw(0) = s ((-2, 5, 2/9)) = 2.

Mamy:


w0(3) = 4


w1(3) = 8


w2(3) = 4/9

Zatem:


Vw(3) = s((4, 8, 4/9)) = 0. 

Ilość pierwiastków wielomianu w(x) w tym przedziale wynosi:

Vw(0)- Vw(3)=2

· OPTYMALIZACJA
Przykład 1

Z kwadratu 12 x 12 cm robimy pudełko wycinając kwadraty o boku x cm na rogach i zaginając do góry 

4 powstałe boki. 

Znaleźć x aby objętość pudełka była jak największa. 







x
        12-2x


· bok podstawy 

-
 12-2x
· wysokość pudełka
-
  x, 

Objętość pudełka: 
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sup V(x),    dla 
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Pierwiastki

[image: image99.wmf]6

,

2

0

)

(

=

=

Þ

=

x

x

dx

x

dV



[image: image100.wmf]0

)

(

³

x

V

 dla 
[image: image101.wmf][

]

Þ

Î

6

,

0

x

 2 jest maksimum V(x)

Objętość pudełka będzie największa dla kwadratu    

o boku 2.
Przykład 2

Szukamy promienia podstawy i wysokości walca o objętości 
[image: image102.wmf]3
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 o najmniejszej powierzchni bocznej (czyli np. parametrów cylindrycznej puszki o zadanej objętości, na która zużyjemy najmniej materiału)
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Z pierwszego równania 
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Szukamy minimum powierzchni A   dla   r>0
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Najmniejsza powierzchnia boczna jest dla 
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Jaki jest kształt walca dla   
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Wtedy:
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Wysokość h jest równa średnicy podstawy: 

przekrój walca wzdłuż osi głównej jest kwadratem.

Przykład 
(różniczkowanie funkcji złożonej)
Woda wpływa do zbiornika będącego odwróconym stożkiem o przekroju trójkąta równobocznego 

z prędkością 
[image: image111.wmf]min
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Jak szybko podnosi się woda, gdy jej poziom osiągnie 

5 dcm = 0,5 m ?
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Objętość stożka o promieniu postawy r i wysokości h
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Przekrój jest trójkątem równobocznym, zatem 

z twierdzenia Pitagorasa:
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Wiemy, że
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i obliczamy   
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Na wysokości 0,5 m  woda podnosi się z szybkością 
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