Algebra Liniowa z Geometrią


 WYKŁAD 8 

 UKŁADY RÓWNAŃ LINIOWYCH

· Macierzowa Metoda Rozwiązywania Układu Równań Cramera
Ogólna postać układu n równań z n niewiadomymi
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gdzie :
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oznaczają niewiadome;
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Definicja
Układem Cramera nazywamy taki układ równań, którego wyznacznik jest różny od 0 (tzn. macierz A układu jest nieosobliwa).

Rozwiązanie układu Cramera – metoda macierzowa

1. Oznaczamy:

· Macierz układu równań
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Wyznacznik układu równań  
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 wyznacznik macierzy A

· Macierz rozwiązań układu równań
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· Macierz wyrazów wolnych
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2. Układ zapisujemy jednym równaniem macierzowym
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3. W wyniku lewostronnego mnożenia przez A-1 obu    stron równania otrzymujemy rozwiązanie macierzowe
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4. Obliczamy macierz A-1 odwrotną do A.

5. Obliczamy wartości niewiadomych w zapisie macierzowym
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EMBED Equation.3[image: image12.wmf]ú
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gdzie element Aij jest dopełnieniem algebraicznym elementu aij macierzy A układu lub w postaci przekształcenia
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Twierdzenie CRAMERA

Gabriel Cramer (1704 - 1752), Szwajcar. 

Twórca pojęcia wyznacznika macierzy.

Układ Cramera ma dokładnie jedno rozwiązanie dane wzorami Cramera
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gdzie
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Przykład
Rozwiązać układ równań
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Obliczamy kolejno wyznaczniki

[image: image21.wmf]25

1

2

1

3

1

2

1

1

3

-

=

-

-

=

A




[image: image22.wmf]25

1

2

8

3

1

9

1

1

2

1

-

=

-

-

=

D



[image: image23.wmf]50

1

8

1

3

9

2

1

2

3

2

-

=

-

=

D




[image: image24.wmf]75

8

2

1

9

1

2

2

1

3

3

-

=

-

=

D


Stąd: x1=1,   x2=2,   x3=3.

Definicja
Układ równań Cramera nazywamy układem jednorodnym, gdy wszystkie jego wolne wyrazy są równe zeru; w przeciwnym przypadku układ równań nazywamy układem niejednorodnym.

Układ jednorodny Cramera
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ma zawsze rozwiązanie zerowe

x1 = 0,
x2 = 0,
...,
xn = 0

Ważne

· Rozwiązanie zerowe jest jedynym rozwiązaniem układu jednorodnego, gdy jest on układem Cramera.

· Warunkiem koniecznym na to, by układ jednorodny miał rozwiązanie niezerowe jest, aby nie był on układem Cramera, a więc by 
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Twierdzenie  KRONECKERA-CAPELLIEGO

Leopold Kronecker (1823 - 1891) był zdecydowanym zwolennikiem liczb. Kummer wypisując mu list polecający określił go jako wybitnie zdolnego geometrę. Po prostu do połowy XIX wieku to co dziś nazywamy matematyką, nazywano geometrią.

Rozpatrujemy układ m równań liniowych 

z n niewiadomymi w postaci
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o współczynnikach aik oraz bi należących do ciała liczbowego K ( K = R lub K = C).

Macierzą układu równań nazywamy macierz A jego współczynników przy zmiennych
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Macierzą rozszerzoną nazywamy macierz C, oznaczaną także jako A/B,  powstałą z macierzy A przez dołączenie do niej kolumny wyrazów wolnych
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Rozwiązaniem tego układu nazwiemy ciąg n liczb 
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niewiadomych spełniają ten układ, tzn. zmieniają go w tożsamość, a więc ciąg 
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Twierdzenie Kroneckera – Capelliego

Układ m równań liniowych z n niewiadomymi ma rozwiązania, jeśli rząd r macierzy głównej jest równy rzędowi macierzy rozszerzonej:
rz A = rz C = r

• jeżeli ten wspólny rząd r obu macierzy równa się 

  liczbie niewiadomych, to istnieje jedno rozwiązanie,  

  czyli jeden zbiór liczb spełniający równania; 

  jest to układ oznaczony 
rz A = rz C = n

• jeżeli wspólny rząd r obu macierzy jest mniejszy od  

liczby niewiadomych n, to (n – r) niewiadomych    można przyjąć dowolnie, a pozostałe r niewiadomych wyznacza się z równań; 

jest to układ nieoznaczony, bo jego rozwiązania zależą od (n – r) parametrów

rz A =rz C < n
• jeżeli rząd r macierzy głównej jest mniejszy od rzędu 

  macierzy rozszerzonej, to układ równań liniowych nie    

  ma rozwiązań; 

  jest to układ sprzeczny
rz A ≠ rzC

· Algorytm rozwiązywania układu równań liniowych

Dane:
układ   A ( x = B, gdzie A, B, x – macierze

Krok 1. Znajdź rząd A

Krok 2. Znajdź rząd A/B

Jeżeli: rzA 
[image: image32.wmf]¹

 rzA/B,  to koniec procedury, 

układ równań sprzeczny
Jeżeli: rzA = rzA/B,  to Krok 3

Krok 3. Rozwiąż układ równań

Jeżeli rzA = rzA/B = ilość niewiadomych, 

układ równań oznaczony, 

rozwiązanie układu:

· wzory Cramera, 

· metoda eliminacji Gaussa

Jeżeli rzA = rzA/B 
[image: image33.wmf]¹

ilość niewiadomych,

układ równań nieoznaczony,

wybieramy z układu równań tyle równań liniowo niezależnych ile wynosi rzA i poszukujemy rozwiązań tego układu.

Przykład
Rozwiązać układ równań

x + 2y +  z =  5

2x +   y –   z =  4

 x  –   y – 2z = –1

· Obliczamy wyznacznik macierzy układu równań
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Zauważmy, że trzeci wiersz jest  kombinacją liniową dwóch pierwszych wierszy, a zatem det A=0.

rz A = 2, ponieważ 
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· Obliczamy rząd macierzy rozszerzonej C
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,
rz C =2,

rz A = rz C = 2 
[image: image37.wmf]¹

ilości równań (n = 3) 
[image: image38.wmf]Þ

układ równań nieoznaczony ( zależny od jednego parametru)

· Wybieramy z macierzy układu nieosobliwą macierz drugiego stopnia, np. powstałą z macierzy A w wyniku skreślenia trzeciej kolumny i trzeciego wiersza.

Odpowiada ona układowi dwóch pierwszych równań.

x + 2y = -z + 5
2x + y = z + 4

Układ ten jest układem równań Cramera względem niewiadomych x i y. 

Niewiadomą z traktujemy jako parametr i oznaczamy 

z = t

Rozwiązanie układu równań jest postaci:
x = t +1,    y = - t + 2,   z = t

Przykład
Znaleźć zależność między równaniami z poprzedniego przykładu.

Trzecie równanie jest kombinacją dwóch pierwszych równań, a zatem zachodzi następująca zależność:
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gdzie ( i ( oznaczają współczynniki kombinacji liniowej.

Wielkości ( i ( wyznaczymy z układu równań:
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Nie jest to układ Cramera, gdyż liczba równań jest większa od liczby niewiadomych. 

Macierz A tego układu równań ma rząd równy rzędowi macierzy rozszerzonej, więc jest to układ oznaczony.
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,  rz A =2,  
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, rz C =2,

Jest on równoważny np. układowi Cramera:
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Rozwiązanie jest postaci:      
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Przykład
Rozwiązać układ równań

x +  y –  z + t = 2

2x –  y +  z + t = 1

x +2y + 3z – t = 0

3x –  y + 2z – t = 1

Obliczamy wyznacznik macierzy układu równań:
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Jest to układ równań Cramera i rozwiązujemy go metodą wyznacznikową
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Układ równań oznaczony

Przykład
Rozwiązać układ równań
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Wyznacznik macierzy układu
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Określamy rz A i rz C

Otóż
W
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Z kolei


[image: image60.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

=

1

1

0

3

1

2

2

1

3

3

2

1

C
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czyli rz C <3, ale rz A = 2 
[image: image65.wmf]Þ

 rz C = 2 


[image: image66.wmf]Þ

istnieje rozwiązanie zależne od jednego parametru

Rozpatrujemy dwa pierwsze równania ze względu na niewiadome x i y, zmienną z przyjmujemy natomiast jako parametr (z = k)

x + 3y = -2k

2x -  y  = 1- k

Rozwiązanie tego układu równań jest postaci
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zatem istnieje nieskończenie wiele rozwiązań określonych wzorami
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[image: image70.wmf])
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z = k

gdzie k jest dowolną liczbą rzeczywistą.

Układ równań nieoznaczony

Przykład
Rozwiązać układ równań

x+ 2y   – z = 1

2x + 4y – 2z = 1

x + 3y  – z = 3

Obliczamy rząd macierzy układu równań 

det A = 
[image: image71.wmf]0
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Obliczamy rząd macierzy rozszerzonej
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rz C = 3

rz A 
[image: image75.wmf]¹

 rz C

[image: image76.wmf]Þ

 układ równań nie ma rozwiązań

Układ równań sprzeczny. 

· Macierzowa Postać Eliminacji
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Metoda eliminacji:

(a)  Odejmowanie od pewnego równania wielokrotności

  (niezerowej) wybranego innego równania, nie    

  zmieniając pozostałych równań.

(b)  Ewentualna zamiana kolejności równań (dla             

  znalezienia kolejnego niezerowego współczynnika   

  głównego)

Metoda eliminacji
(   mnożenie macierzy głównej A układu równań lewostronnie przez odpowiednio dobraną macierz

Ad. a) 

· Od wiersza j, macierzy A,  odejmujemy wiersz i 
pomnożony przez liczbę c, nie zmieniając żadnego z wierszy o numerach różnych od j, (zakładamy, że 
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wiersz j macierzy 
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( wiersze 1,2,...,(j-1) macierzy 
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Postać macierzy 
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Twierdzenie
Dla układu równań o niezerowych współczynnikach głównych:
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Uwaga
( Na przekątnej głównej macierzy U znajdują się wyrazy niezerowe; współczynniki główne układu równań
( Rozkład 
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Zatem 
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( 0 - w pozostałych przypadkach

Przykład
Macierz 
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· Ogólna postać procesu eliminacji

Krok 1. 
Znajdujemy macierz P taką, że macierz 
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zawiera te same wiersze co macierz A, ale w kolejności dającej kolejne niezerowe współczynniki główne

Krok 2. 
Znajdujemy macierz dolnie trójkątną L o tej 

własności, że 
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Krok 3. 
Rozważmy układ 
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Krok 4.
 Rozwiązujemy układ 
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 metodą cofania 

się poczynając od wyznaczenia 
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równania układu.

Przykład
Rozwiązać metodą eliminacji macierzowej układ równań
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Zapis w postaci macierzowej:
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Krok 1. 
Mnożymy pierwsze z równań przez 1/3 

              i odejmujemy od równania drugiego
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Mnożymy pierwsze z równań przez 2/3 i odejmujemy od równania trzeciego
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Krok 2. 
Mnożymy drugie z równań przez 1/11 

              i odejmujemy od równania trzeciego
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Ostatecznie
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Rozwiązanie układu równań: 
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Przypadek ogólny

Układ n równań o m niewiadomych 
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A – macierz o wymiarze nxm: 
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Stosujemy metodę eliminacji – permutując odpowiednio wiersze oraz kolumny wykonamy kolejno eliminacje współczynników

r – oznacza największą liczbę naturalną o tej własności, że dla pewnej permutacji wierszy proces eliminacji kończy się po r krokach, tzn.:

wszystkie wiersze macierzy A od (r+1) poczynając, a  na n kończąc są zerowe.

Postać macierzy A
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Liczba r – rząd macierzy A

Podmacierz macierzy A
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tzn.: w macierzy A istnieje podmacierz A’ o wymiarze rxr  taka, której det
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Twierdzenie
Jeżeli rząd A=r, to r jest największą z liczb naturalnych o tej własności, że istnieje podmacierz A’ macierzy A o wymiarze rxr i det
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Twierdzenie
Jeżeli r jest największą z liczb naturalnych o tej własności, że istnieje podmacierz A’ o wymiarze rxr i det 
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Dowód

Permutując wiersze i kolumny A, możemy przyjąć, że podmacierz A’ o wymiarze rxr i det
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Ponieważ det
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, więc metoda eliminacji wierszowej dla A’ prowadzi do następującej macierzy:
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procesu eliminacji nie możemy kontynuować, ponieważ gdyby było to możliwe to otrzymalibyśmy w kroku (r+1) macierz
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