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Analiza Matematyczna 1


WYKŁAD 9    
CAŁKA OZNACZONA
Konstrukcja całki oznaczonej Riemanna

Myśl przewodnia: Przybliżanie pola pod krzywą

Załóżmy, że dana jest funkcja

f(x) : [a,b] 
[image: image1.wmf]®

 R

określona na skończonym przedziale [a, b] oraz

ograniczona na tym przedziale

Podzielmy [a,b] na n podprzedziałów dowolnie wybranymi punktami  x0 , x1 , x2 , ..., xn  tak, że

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b
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Ciąg x0, x1, ..., xn nazywamy podziałem przedziału [a,b]; podział ten oznaczamy symbolem 
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Długość podprzedziału [xk-1, xk], dla k=1,2,3, ..., n , oznaczamy przez 
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 , to znaczy:
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Średnicą podziału 
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 nazywamy liczbę
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tj. długość najdłuższego z przedziałów postaci [xk-1, xk ]

na które elementy podziału 
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D

 dzielą przedział [a, b].

Dla danego podziału 
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 przyjmujemy, dla poszczególnych dla k=1, ..., n:

mk = inf { f(x): x ( [xk-1, xk ] },

Mk = sup { f(x): x ( [xk-1, xk ]}

mk, Mk są odpowiednio kresem dolnym i kresem górnym dla zbioru wartości funkcji f(x) na przedziale [xk-1, xk ]

Dla danego podziału 
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 rozpatrzmy dwie sumy:

Suma całkowa dolna funkcji f(x) w przedziale [xk-1, xk ] dla podziału 
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Suma całkowa górna funkcji f(x) w przedziale [xk-1, xk ] dla podziału 
[image: image13.wmf]n

D



[image: image14.wmf]å

=

D

=

n

k

k

k

n

x

M

S

1


Wahaniem sum całkowych nazywamy różnicę:
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Przykładowo: Pole zielonej figury oznacza sumę dolną
Dygresja

Ciąg 
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 nazywamy normalnym jeżeli odpowiadający mu ciąg średnic dąży do 0, tzn.:
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Przykłady

· Ciąg podziałów [0,1] na n podprzedziałów (n=2,3,...) o jednakowych długościach jest normalny, ponieważ:
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· Ciąg podziałów [0,1] określony przez dokładanie cięć z ciągu punktów 
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 nie jest normalny ponieważ:
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Powrót do głównego wątku:

Każdemu ciągowi 
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 odpowiadają:

· ciąg sum dolnych - 
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· ciąg sum górnych - 
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· ciąg wahań - 
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Definicja

Jeżeli dla każdego normalnego ciągu podziałów przedziału [a,b], granice ciągów sum dolnych oraz sum górnych istnieją i są sobie równe, to ich wartość nazywamy całką oznaczoną funkcji f(x) w przedziale [a,b] i oznaczamy symbolem:
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G. Riemann – definicja całki dla funkcji ograniczonej

A. Cauchy – definicja całki w przypadku funkcji ciągłej

Całka oznaczona funkcji f(x) w przedziale [a,b] – liczba

Całka nieoznaczona – zbiór wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f(x)

Warunki całkowalności

Warunek konieczny – ograniczoność funkcji

Uwaga

Nie każda funkcja określona i ograniczona w przedziale [a,b] jest w tym przedziale całkowalna.

Przykład

Funkcja Dirichleta:
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jest określona i ograniczona w przedziale [0,1], ale nie jest w nim całkowalna, ponieważ dla dowolnego normalnego ciągu podziałów mamy:

Całka dolna:  s=
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Całka górna: S=
[image: image28.wmf]1

lim

=

n

S


Wniosek

Ograniczoność funkcji w przedziale [a,b] nie jest warunkiem wystarczającym  całkowalności funkcji 

w tym przedziale.
Twierdzenie
Funkcja monotoniczna w przedziale domkniętym [a,b]

jest w tym przedziale całkowalna.

WŁAŚCIWOŚCI CAŁKI OZNACZONEJ

Twierdzenie  (Newton - Leibnitz)
Dla funkcji f(x) ciągłej na przedziale [a, b] mamy:
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 = F(b) - F(a)

gdzie F(x) jest dowolną funkcją pierwotną dla funkcji f(x) na [a, b].
Wyrażenie postaci F(b) - F(a) nazwiemy 

całką Newtona-Leibnitza

Dla funkcji ciągłych: całka Newtona-Leibnitza jest  równa całce w sensie Riemanna.

Przykład 

Obliczyć
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Wybierzmy funkcję pierwotną F(x) = -cos x:
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 = - cos(() - (-cos 0) = - (-1) + 1 = 1 + 1 = 2.

Twierdzenie (o wartości średniej dla całki oznaczonej)
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 = f(c) (b - a)

dla pewnego c ( (a, b) 

Twierdzenie

Jeżeli funkcje 
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 są całkowalne w przedziale [
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], to:

1. funkcja 
[image: image36.wmf](

)

x

f

+
[image: image37.wmf](

)

x

h

 jest całkowalna w przedziale [
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 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf](
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2. funkcja A
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, gdzie A – dowolna stała, jest całkowalna w przedziale [
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3. funkcja 
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Uwaga
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Twierdzenie

1. Jeżeli:

2. funkcje 
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 są określone i ograniczone 

   w przedziale [
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3. funkcja 
[image: image56.wmf](

)

x

h

 różni się od funkcji 
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3.funkcja 
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 jest całkowalna w przedziale [
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to funkcja h(x) jest całkowalna w przedziale [
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Przykład
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f(x): [0,1] 
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h(x): [0,1] 
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f(x)   dla   x= 1/3, 2/3 i 1 (k=3).

Twierdzenie

Jeżeli:

· funkcja 
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 są dowolnymi punktami tego przedziału, 

to funkcja 
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Ponieważ istnieje 
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Twierdzenie

Jeżeli:

· funkcja 
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Twierdzenie

Jeżeli:

· funkcja 
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Wniosek

Jeżeli całka oznaczona pewnej funkcji nieujemnej istnieje, to jest liczbą nieujemną.

Dowód

Jeżeli funkcja
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Twierdzenie

Jeżeli  funkcja 
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Istnienie całki    
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Uwaga

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Np.
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która nie jest całkowalna w przedziale [
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[image: image122.wmf](

)

x

f

 jest stała


[image: image123.wmf](

)

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf]1

=


a więc całkowalna, przy czym


[image: image125.wmf](

)

ò

1

0

dx

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf]1

1

1

0

=

=

ò

dx


Rozszerzenie znaczenia symbolu całki. 

Określając całkę oznaczoną


[image: image127.wmf](

)

ò

b

a

dx

x

f


przyjęliśmy, że spełniony jest warunek 
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