ANALIZA ZALEŻNOŚCI DWÓCH ZMIENNYCH.

REGRESJA LINIOWA. 

I.  Współczynnik korelacji próbkowej
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 będzie próbką cechy dwuwymiarowej 
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Będziemy badali zależność Y od X. 
X  =  zmienna  niezależna ( zmienna objaśniająca ),
Y  = zmienna zależna ( zmienna objaśniana ),

Wykres rozproszenia – graficzne przedstawienie próbki w postaci punktów na płaszczyźnie Oxy. 

Przykład. Wyniki kolokwium i egzaminu końcowego

Definicja. Niech  
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 będzie próbą losową. Współczynnikiem korelacji z próby losowej nazywamy zmienną losową
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Współczynnikiem korelacji próbkowej nazywamy wartość R obliczoną dla próbki 
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Własności współczynnika korelacji próbkowej :

1. 
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2.  Jeśli 
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, to wszystkie punkty wykresu rozproszenia leżą na prostej o dodatnim współczynniku kierunkowym, tzn. istnieje dodatnia zależność liniowa między zmiennymi x i y próbki. 
3. Jeśli 
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, to wszystkie punkty wykresu rozproszenia leżą na prostej o ujemnym współczynniku kierunkowym, tzn. istnieje ujemna zależność liniowa między zmiennymi x i y próbki. 
4. Wartości r bliskie –1 lub 1 wskazują, że wykres rozproszenia jest skupiony wokół prostej. 

II. Prosta regresji.   Metoda najmniejszych       

                                     kwadratów.

Problem: w jaki sposób dopasować „najlepiej” do wykresu rozproszenia, tzn. do 
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Miarą dopasowania prostej do próbki (punktów wykresu rozproszenia ) jest 

suma kwadratów błędów ( rezyduów ): 
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Prostą dla której 
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Rozwiązując ten układ 2 równań liniowych otrzymujemy: 
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Wartość 
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 nazywamy wartością przewidywaną zmiennej objaśnianej (zależnej) przy pomocy prostej regresji na podstawie zmiennej objaśniającej ( niezależnej ) x.
Określimy współczynnik determinacji.

Ocena „dobroci” dopasowania prostej regresji ? 
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Można pokazać:
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Im mniejsze  SSE tym wykres rozproszenia skupiony bardziej  wokół prostej regresji. 

Współczynnik determinacji jest miarą stopnia dopasowania prostej regresji do wykresu rozproszenia 

( ocenia jakość tego dopasowania ), określa stopień, w jakim zależność liniowa między zmienną objaśnianą a objaśniającą wyjaśnia zmienność wykresu rozproszenia. 

Wartość współczynnika determinacji jest ściśle związana 

z wartością współczynnika korelacji próbkowej. 

Stwierdzenie. 
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Przykład. – wydruk z pakietu SAS. 
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Wniosek.  Przedział ufności na poziomie ufności 
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Stąd naturalnym estymatorem standardowego odchylenia 
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Twierdzenie. Zmienna losowa 
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Wniosek. Przedział ufności na poziomie ufności 
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Przykład.  Prosta regresji dla wyniku końcowego egzaminu w zależności od wyniku od kolokwium:
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Stąd prognozowany wynik egzaminu losowo wybranego studenta na podstawie wyniku kolokwium 
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Przedział ufności na poziomie ufności 0,95 dla :
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Analiza wartości resztowych ( rezyduów )

Poprawność testów dotyczących parametrów modelu oraz prognozy przyszłych zmiennych zależy istotnie od poprawności  przyjętego modelu liniowego: 
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[image: image262.wmf]                         (8)

Wartość resztowa (rezyduum):  
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Jeśli model (8) jest poprawny, błędy mają rozkład normalny, to rezyduua zachowują się w przybliżeniu tak jak ciąg niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie normalnym. W szczególności, wykres rezyduów względem numeru porządkowego powinien przedstawiać „chmurę” punktów skupioną wokół osi Ox, bez wyraźnej struktury czy tendencji. 

Stwierdzenie.  Wariancja rezyduum ma postać: 
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Błąd standardowy rezyduum definiujemy 


[image: image266.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

å

-

-

+

-

=

=

n

i

i

i

x

x

x

x

n

S

SE

i

1

2

2

)

(

)

(

1

1

e

.

Oraz studentyzowane rezyduum  
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Przy małej liczbie obserwacji i dużym rozproszeniu zmiennej objaśniającej błędy 
[image: image269.wmf]i
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Badanie odstępstw od modelu: 

(a) Załóżmy, że model liniowy jest prawdziwy ( zachodzi związek (8) ), ale rozkład błędów różni się znacznie od normalnego rozkładu. Wówczas odkryjemy to analizując histogram oraz wykres kwantylowy rezyduów bądź studentyzowanych rezyduów. W przypadku rozkładu normalnego punkty wykresu kwantylowego będą skupiały się wokół pewnej prostej. 

(b) Załóżmy, że model nie jest prawdziwy. Zachodzi związek 
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(c) Prawdziwy model zależności jest sprowadzalny do     

modelu liniowego, np. zależność   
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modelu liniowego wprowadzając nowe zmienne objaśniające: 
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(d) Funkcja regresji jest liniowa ( równość (8) spełniona), ale wariancja błędów nie jest stała: Var(
[image: image283.wmf]2
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. Wówczas modyfikujemy kryterium najmniejszych kwadratów – zamiast minimalizacji sumy kwadratów błędów 
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minimalizujemy ważoną sumę kwadratów błędów:
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Waga 
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 powinna być tym mniejsza im większa jest wariancja błędu 
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. Przyjmujemy: 
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 ( gdy 
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 nie jest znane ). 

Często 
[image: image291.wmf]i

s

)

 = wartość przewidywana dla i-tej obserwacji w modelu regresji z tą samą zmienną objaśniającą, gdy za wartości zmiennej objaśnianej przyjmuje się wartości 

rezyduów. 

(e) Model jest nieadekwatny ze względu na występowanie innych lub większej ilości zmiennych objaśniających. 
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