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WYKŁAD 5

Problemy optymalizacji dyskretnej

Algorytmy heurystyczne

PLAN WYKŁADU

ÿ Zadania optymalizacyjne
– definicja

– przykłady problemów

ÿ Algorytmy heurystyczne (przybliÿone)
– algorytm zachłanny

– algorytm wspinaczki, poj � cie s� siedztwa

– przeszukiwanie wi� zkowe
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ZADANIA OPTYMALIZACYJNE

Wiele problemów rozwiÿzywanych przez komputery ma
posta� zadaÿ optymalizacyjnych :
„znale�� w� ród ró � nych mo � liwych rozwiÿza � takie,
które najbardziej nam odpowiada”

Problemy:
• Jak � ci� le zdefiniowa� „zadanie

optymalizacyjne”?
• Jak okre � li� stopie � zło � ono � ci metody

(algorytmu) poszukiwania rozwiÿzania?
• Które problemy zaliczy� do grupy „łatwych”, a

które do grupy problemów „trudnych”
(rozwiÿzywalnych tylko w przybli � eniu)?

DEFINICJA FORMALNA

Zadanie optymalizacyjne dyskretne

Niech X - dowolny zbiór skoÿczony(przestrzeÿ stanów)

Niech f : X R - pewna rzeczywista funkcja na X(funkcja celu)

Zadanie optymalizacyjne polega na znalezieniu punktu x0 ze zbioru X
takiego,� e:

f(x0) = max( f(x) ), x∈ X

f(x0) = min( f(x) ), x ∈ X

lub
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PRZYKŁADY (1)

Przestrzeÿ stanów: wszystkie mo� liwe ustawienia n
nazwisk.
Wielko� � przestrzeni stanów: n! (nie n).

Funkcja celu: np. liczba par s � siaduj � cych nazwisk
ustawionych we wła� ciwej kolejno � ci (maksimum: n-1, co
odpowiada wła� ciwemu posortowaniu).

Posortowa � n nazwisk alfabetycznie (rosn � co).

Kaÿde dyskretne zadanie optymalizacyjne mo ÿna rozwi � za �
przez przejrzenie wszystkich mo ÿliwo � ci (wszystkich
elementów przestrzeni stanów). Cz � sto jednak istniej �
skuteczniejsze algorytmy (np. w przypadku sortowania).

PRZYKŁADY (2)

Znale� � maksimum funkcji f(x)=x4 - 2x2 + 3 na
przedziale [0,10].

Przestrzeÿ stanów: wszystkie warto� ci x z przedziału
[0,10]. Zakładaj� c dokładno � � obliczeÿ do 6 cyfr znacz � cych, otrzymujemy
107 potencjalnych rozwi� zaÿ.

Funkcja celu: badana funkcja f(x).
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PRZYKŁADY (3)
- PROBLEM KOMIWOJAÿERA

Dany jest graf G, którego krawÿdzie maj �
ustalone długo� ci. Znale� � najkrótsz� drogÿ
przechodz� c� dokładnie raz przez wszystkie

wierzchołki (o ile istnieje).

Przestrze � stanów: wszystkie mo� liwe drogi
przechodz � ce przez ka� dy wierzchołek dokładnie raz.
Wielko� � przestrzeni stanów: co najwy � ej n!, gdzie n - liczba wierzchołków.

Funkcja celu: ł� czna długo �� trasy.

PRZYKŁADY (4)
- PROBLEM POKRYCIA MACIERZY

Dana jest macierz A={aik} o warto � ciach 0 lub
1. Znale�� taki najmniejszy zbiór kolumn B, � e

w ka � dym i-tym wierszu macierzy A mo � na
wskaza � warto �� aik=1 tak � , � e kolumna k

nale � y do B.

Przestrze � stanów: wszystkie mo� liwe pokrycia
kolumnowe macierzy A. Wielko �� przestrzeni stanów: mniej, ni� 2n,
gdzie n - liczba kolumn.

Funkcja celu: wielko �� zbioru B.
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ALGORYTM ZACHŁANNY (1)

Zasada ogólna działania: budujemy
rozwiÿzanie “po kawałku”, na ka � dym etapie

konstruowania odpowiedzi podejmujemy takÿ
decyzj � , by lokalnie dawała ona najwi� ksze

zyski.

ALGORYTM ZACHŁANNY (2)

Przykład: problem wyboru zaj þÿ.
Danych jest n zajÿþ, ka � de z nich zaczyna siÿ i ko � czy o
ustalonej godzinie. Znale�þ taki podzbiór zajÿþ, by � adne
dwa nie kolidowały ze sob� , a jednocze � nie by wybraþ
ich jak najwiÿcej.

Algorytm: jako pierwsze wybieramy to zajÿcie, które ko� czy siÿ
najwcze� niej. Nastÿpnie w kolejnych krokach wybieramy te, które
nie koliduj� z poprzednio wybranymi i ko� cz� siÿ mo� liwie
najwcze� niej.

Algorytm zachłanny daje w tym przypadku zawsze
rozwi� zanie optymalne.
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ALGORYTM ZACHŁANNY (3)

Problem komiwoja ÿera.
W kaÿdym kroku idziemy do najbliÿszego
nieodwiedzonego miasta.

Problem pokrycia macierzy.
W kaÿdym kroku wybieramy t � kolumn� , która pokrywa
jak najwi� cej dotychczas niepokrytych wierszy.

Problem plecakowy: mamy n przedmiotów, kaÿdy o
masie mi i warto � ci wi. Zmie� ci � w plecaku o ograniczonej
pojemno � ci M przedmioty o moÿliwie najwi� kszej ł� cznej
warto� ci.
Dodajemy kolejno te przedmioty, które maj� najwi� ksz �
warto�� w przeliczeniu na mas� , aÿ do wyczerpania si�
pojemno � ci plecaka.

SÿSIEDZTWO (1)

Zakładamy, ÿe moÿemy na zbiorze X
zdefiniowa� poj � cie “s� siedztwa”: je� li x∈X, to
N(x) - zbiór (sko � czony) jego “s� siadów”.

Przykład: X - płaszczyzna. Za “s� siadów” uznajemy punkty
odległe w poziomie lub pionie o 0.01.

Taka definicja daje nam całkowit� dowolno �� w
definiowaniu “s� siadów”. W praktyce poj� cie to powinno
by� zwi� zane z konkretnym zadaniem.
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SÿSIEDZTWO (2)

Przykład: problem pokrycia wierzchołkowego.

W danym grafie G znaleþÿ taki najmniejszy zbiór
wierzchołków B, � e ka � da kraw � dþ grafu ko � czy
si� na jednym z wierzchołków z B.

Przestrzeÿ stanów X - zbiór wszystkich potencjalnych pokry�
(podzbiorów zbioru wierzchołków).

Za dwa pokrycia s� siednie mo � na
uznaÿ takie, które ró � ni� si� jednym
wierzchołkiem.

ALGORYTM WSPINACZKI
Schemat działania: startujemy z losowego punktu,
przegl � damy jego s� siadów, wybieramy tego s � siada,
który ma najwi � ksz � warto �� (“idziemy w gór � ”),
czynno � ci powtarzamy do osi � gni� cia maksimum
lokalnego.

x0 = Random(X)
do

max=x0

for(x ∈N(x 0))
if(f(x)>f(max)) max=x

end for
if(max=x 0) break
x0=max

while(1)

• Zalety: prosta implementacja,
szybkie działanie.

• Wady: nieodporno� � na
maksima lokalne, du� a zale� no� �
wyniku od punktu startu

• Idea zbli� ona do strategii
zachłannej(przeszukujemy przestrzeÿ
gotowych rozwi� zaÿ, zamiast budowa�
je stopniowo).
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PRZESZUKIWANIE WIÿZKOWE (1)

Schemat działania: budujemy rozwiÿzanie krok
po kroku (jak w alg. zachłannym), zawsze
zapami � tujÿc k najlepszych rozwiÿza� i od nich
startujÿc w krokach nast � pnych.

PRZESZUKIWANIE WIÿZKOWE (2)

Przykład: problem komiwoja ÿera dla 7 miast ( k=3)

1. Startujemy z losowego miasta.

2. Znajdujemy k miast najbliÿszych.

3. Startuj� c z kaÿdego z nich, liczymy
odległo � ci do miast dot� d
nieodwiedzonych. Wybieramy k takich,
by dotychczasowa długo � � drogi była
minimalna.

4. Powtarzamy punkt 3. zapami� tuj� c
zawsze k najlepszych dróg.

5. Gdy dojdziemy do ostatniego miasta,
wybieramy najkrótsz � z k
zapami � tanych dróg.


