WYKLAD 5

Problemy optymalizacji dyskretnej
Algorytmy heurystyczne

PLAN WYKELADU

m Zadania optymalizacyjne
— definicja
— przyktady probleméw

m Algorytmy heurystyczne (przyblizone)
— algorytm zachfanny
— algorytm wspinaczki, pojecie sesiedztwa
— przeszukiwanie wiezkowe




ZADANIA OPTYMALIZACYJNE

Wiele problemow rozwigzywanych przez komputery ma
postae zadan optymalizacyjnych :

.znalee werdd réenych moeliwych rozwigzae takie,
ktére najbardziej nam odpowiada”

Problemy:

» Jak eciele zdefiniowae ,,zadanie
optymalizacyjne”?

» Jak okreelie stopiee ztoeonoeci metody
(algorytmu) poszukiwania rozwigzania?

» Ktore problemy zaliczye do grupy ,tatwych”, a
ktére do grupy problemow ,trudnych”
(rozwigzywalnych tylko w przyblieeniu)?

DEFINICJA FORMALNA

Zadanie optymalizacyjne dyskretne

Niech X - dowolny zbi6r skaczony(przestrzé stanovy

Niech f: X—R - pewna rzeczywista funkcja na(¥Xinkcja celi

Zadanie optymalizacyjne polega na znalezieniu punkizexzbioru X
takiego,ze:

f(xg) = max(f(x)), xOX
lub
f(xg) = min(f(x)), xOX




PRZYKLADY (1)

Posortowag n nazwisk alfabetycznie (rosngco).

Przestrzen standw: wszystkie mogliwe ustawienia n

nazwisk.
Wielkog przestrzeni stanéw: n! (nie n).

Funkcja celu: np. liczba par sgsiadujgcych nazwisk
ustawionych we wiagciwej kolejnoaci (maksimum: n-1, co
odpowiada wtagciwemu posortowaniu).

Kazde dyskretne zadanie optymalizacyjne mo  zna rozwi azaa
przez przejrzenie wszystkich mo zliwo aci  (wszystkich
elementow przestrzeni stanow). Cz asto jednak istniej a
skuteczniejsze algorytmy (np. w przypadku sortowania).

PRZYKLADY (2)

Znaleg maksimum funkcji f(x)=x*-2x2+ 3 na
przedziale [0,10].

Przestrzen standw: wszystkie wartogci x z przedziatu

[0,10]. zaktadajac doktadnog obliczen do 6 cyfr znaczacych, otrzymujemy
107 potencjalnych rozwigzan.

Funkcja celu: badana funkcja f(x).




PRZYKLADY (3)
- PROBLEM KOMIWOJAZERA

Dany jest graf G, ktérego krawedzie majc¢
ustalone dtugocci. Znale¢ najkrotsz¢ droge
przechodzc¢cé doktadnie raz przez wszystkie

wierzchotki (o ile istnieje).

Przestrze¢ standw: wszystkie mocliwe drogi
przechodzcéce przez kacdy wierzchotek doktadnie raz.
Wielko¢ przestrzeni standw: co najwycej n/, gdzie n - liczba wierzchotkéw.

Funkcja celu: t¢czna diugo¢ trasy.

PRZYKLADY (4)
- PROBLEM POKRYCIA MACIERZY

Dana jest macierz A={a;} o wartocciach O lub
1. Znale¢ taki najmniejszy zbior kolumn B, ¢e
w kacdym i-tym wierszu macierzy A moéna
wskazac¢ warto¢ a;~=1 tak¢, ¢e kolumna k

nalecy do B.

Przestrzeé standw: wszystkie mocliwe pokrycia

kolumnowe macierzy A. wielko¢ przestrzeni stanéw: mniej, ni¢ 27,
gdzie n - liczba kolumn.

Funkcja celu: wielko¢ zbioru B.




ALGORYTM ZACHLANNY (1)

Zasada ogolna dziatania: budujemy
rozwigzanie “po kawatku”, na kaedym etapie
konstruowania odpowiedzi podejmujemy takg
decyzje, by lokalnie dawata ona najwieksze
zyski.

ALGORYTM ZACHLANNY (2)

Przyktad: problem wyboru zaj ec¢.

Danych jest n zajec, kagde z nich zaczyna sie i kogczy o
ustalonej godzinie. Znaleq taki podzbior zajec¢, by gadne
dwa nie kolidowaty ze sobg, a jednoczegnie by wybrac
ich jak najwiecey.

Algorytm: jako pierwsze wybieramy to zajecie, ktore kogczy sie
najwczegniej. Nastepnie w kolejnych krokach wybieramy te, ktdre
nie kolidujg z poprzednio wybranymi | kogczg sie moglivie
najwczeagniej.

Algorytm  zachtanny daje w tym przypadku zawsze
rozwigzanie optymalne.




ALGORYTM ZACHLANNY (3)

Problem komiwoja zera.
W  kazdym  kroku idziemy do  najblizszego
nieodwiedzonego miasta.

Problem pokrycia macierzy.
W kazdym kroku wybieramy tgq kolumng, ktora pokrywa
Jjak najwigcej dotychczas niepokrytych wierszy.

Problem plecakowy: mamy n przedmiotéw, kazdy o
masie m; i wartoeci w;. Zmieecie w plecaku o ograniczonej
pojemnoeci M przedmioty o mozliwie najwiekszej tecznej
wartoeci.

Dodajemy kolejno te przedmioty, ktore majg najwigkszq
wartog w przeliczeniu na masq, az do wyczerpania sigq
pojemnogci plecaka.

SASIEDZTWO (1)

Zaktadamy, ze mozemy na zbiorze X
zdefiniowae pojecie “sesiedztwa”: jeeli x[IX, to
N(x) - zbior (skoeczony) jego “sesiadow”.

Taka definicja daje nam catkowitg dowolnog w
definiowaniu “sgsiadow”. W praktyce pojgcie to powinno
bya zwigzane z konkretnym zadaniem.

®

Przyktad: X - ptaszczyzna. Za “sesiadow” uznajemy punkty I%‘
odlegte w poziomie lub pionie o 0.01. 3




SASIEDZTWO (2)

Przyktad: problem pokrycia wierzchotkowego.

W danym grafie G znalez¢ taki najmniejszy zbior
wierzchotkbw B, ee kaeda krawedz grafu koeczy
sie na jednym z wierzchotkow z B.

Przestrzen stanéw X - zbidr wszystkich potencjalnych pokrye
(podzbioréw zbioru wierzchotkow).

E‘ Za dwa pokrycia sesiednie moena
uznaé takie, ktore réenie sie jednym

y wierzchotkiem.

ALGORYTM WSPINACZKI

Schemat dziatania: startujemy z losowego punktu,
przegledamy jego sesiadow, wybieramy tego sesiada,
ktory ma najwieksze wartoe (“idziemy w gore”),
czynnoeci powtarzamy do osiegniecia maksimum

lokalnego.
X, = Random(X)  Zalety: prosta implementacja,
e szybkie dziatanie.
max=x,
for(x  ON(X o)) * Wady: nieodporn® na
if(f(x)>f(max)) max=x maksima lokalne, dia zalenoz
end for wyniku od punktu startu
fi(max=x o) break * Idea zblkona do strategii
Xo=Mmax zachfannejprzeszukujemy przestrze
while(1) gotowych rozwizai, zamiast budowa

je stopniowo).




PRZESZUKIWANIE WIAZKOWE (1)

Schemat dziatania: budujemy rozwigzanie krok
po kroku (jak w alg. zachtannym), zawsze
zapamietujgc k najlepszych rozwigzae i od nich
startujgc w krokach nastepnych.

PRZESZUKIWANIE WIAZKOWE (2)

Przyktad: problem komiwoja zera dla 7 miast ( k=3)

y

1. Startujemy z losowego miasta.
2. Znajdujemy k miast najblizszych.

3. Startujec z kazdego z nich, liczymy
odlegtoeci do miast doted
nieodwiedzonych. Wybieramy k takich,
by dotychczasowa dtugoe drogi byta
minimalna.

4. Powtarzamy punkt 3. zapamietujec
zawsze k najlepszych drég.

5. Gdy dojdziemy do ostatniego miasta,
wybieramy najkrotsze z k
zapamietanych drég.




