WYKLAD 6

Ztozonds obliczeniowa
problemow optymalizacyjnych

PLAN WYKELADU

m Ztozonos obliczeniowa -
przypomnienie

m Maszyny Turinga
— deterministyczna maszyna Turinga
— niedeterministyczna maszyna Turinga
— klasy ztozonosci P i NP

m Problemy NP-zupetne
— problem SAT



ZADANIE OPTYMALIZACYJNE -
PRZYPOMNIENIE

Zadanie optymalizacyjne dyskretne

Niech X - dowolny zbidr skaczony(przestrzé stanovy

Niech f: X—R - pewna rzeczywista funkcja na(¥Kinkcja cell

Zadanie optymalizacyjne polega na znalezieniu punkzexzbioru X
takiego,Ce:

f(xg) = max(f(x)), xOX
lub
f(xg) = min(f(x)), xOX

Zt OCONOC - PRZYPOMNIENIE

m Zlozonos$ czasowa
— liczba ,podstawowych operacji”, jakie musi
wykonas program komputerowy rozwiszujscy
zadanie
m Ztozono$ pamisciowa
— liczba ,podstawowych jednostek pamisci”, ktore
zajmuje program podczas pracy
m Ztozonos jest funkcj$ wielkosci problemu

Ztosonas obliczeniow masna szacowé jako zigonos
pesymistyczn (dla najgorszych mdiwych danych), lub
srednis (dla danych ,losowych”). Tak rozumiana zlongs
jest cecli algorytmy a nie problemu; ména jednak czasem
udowodni, se dany problem nie nje zosta rozwiszany
algorytmem o zbyt niskiej zlonasci.




NOTACJAO(...)

Mowimy, zef jest rAduO(g(n)), jezeli poczynajc od
pewnega, mamy:

f(n) <cg(n) dla pewnej stategidla kazdegon>n,,.

Piszemyf(n)=0(g(n)).

Przyktady:
n?-2n = 0O(r?) né + 100000 = O(I¥)
2"+ 3n8+ n! = 0O(n') n2=0(n%)

ZtOs ONOs - PROSTE PRZYKLADY

Sortowanien obiektow:

« algorytm Bbelkowy - O(rv)

* algorytm szybki -O(n log n)

* sprawdzenie wszystkich mlbvosci - O(n!)

Wielkasé¢ problemu: n (liczba obiektow).

Sprawdzenie, czy liczba naturalngest pierwsza:
» algorytm dziedcy n przez wszystkie liczby mniejsze
odn - O(%)

Uwaga! Wielkaié problemu to k =log n  (liczba bitéw), a nie n.



ZADANIA tATWE | TRUDNE

Zadania “tatwe”

» Sortowanie

e Szukanie pierwiastkow
wielomianéw

e Szukanie maksimum funkcji
ciagtej i rosniczkowalnej

e Mnosenie macierzy

e Sprawdzenie, czy w grafie
istnieje cykl Eulera

Znamy efektywne algorytmy
dajgce doktadne rozwizania.

Zadania “trudne”

e Szukanie maksimum funkcji
nieciagtej, nierGniczkowalnej,
zaszumionej, zmieniggej sk w
czasie

e Szukanie najkrotszej postaci
danej formuly logicznej

» Rozktadanie liczb na czynniki
pierwsze

e Sprawdzenie, czy w grafie
istnieje cykl Hamiltona

Znane algorytmy majwyktadnicz
zteon@ czasow.
Musimy szukametod przybkionych.

DETERMINISTYCZNA MASZYNA

TURINGA (DTM)
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Formalnie: {Q,Z, 9, q,, F}, gdzie:

Q - zbiérstanow sterowanianaszyny,
> - alfabet(zbiér symboli) tamy,
0 — funkcja przegcia:
Q%% - QxXx{R,L, N}
q, - pocaitkowy stansterowania,
F - zbiorkoricowych stanévsterowania.




DTM - DZIALANIE

Dziatanie maszyny
- Startujemy z pewnego miejsca nasrtae i ze stanu
sterowaniay,

- Czytamy symbok z tasmy.

- Na podstawie tych dwoch danych (stqe g, symbols) za
pomoe funkcji & obliczamy nowy stam’, nowy symbols’,
ktory zapisujemy na tanie, oraz jeden z symbolR, L lub

N, odpowiadajcy kierunkowi przemieszczeniazsczytnika

na tamie.

- Operact powtarzamy do momentu, gdy maszyna znajdzie
Siz w stanie sterowania nalecym do zbiorurF.

NIEDETERMINISTYCZNA MASZYNA
TURINGA (NDTM)

{Q. 2,0, q, F},

Definicja jest analogiczna do DTM,
jednak funkcja przegia d(q,s) mae
miez kilka r6znych wartgci.

Wynik obliczez jest pozytywny, jéli
chaz jedna z maliwych drog
dziatania maszyny doprowadzi do
sukcesu.

Innymi stowy: NDTM podczas wykonywania “programu” potrafi w
magiczny sposoéb przewidzjgakiego dokonawyboru (np. czy
zapisa& natamie 1, czy 0), by doprowadzilo pozytywnego wyniku
(o ile jest to w ogdle midiwe).



KLASA P ORAZ NP

Maszyna Turinga jakecisty model matematyczny ughwia
precyzyjne definiowanie ppj zwigzanych ze zimnagciq
obliczeniow.

Czas dziatania = liczba krokéw maszyny.

Problem nalgy do klasy zidonagci czasowejP, gdy istnieje
DTM rozwiszujsca ten problemv czasie wielomianowym
wzglsdem rozmiaru danych wajiowych.

Problem naley do klasy ztaonasci czasoweNP, gdy istnieje
NDTM rozwiszujsca ten problemv czasie wielomianowym
wzglsdem rozmiaru danych wajiowych.

Intuicja: problem ma ziéonag NP, jedi znajgc rozwigzanie
jesteimy w stanie sprawdgziw czasie wielomianowym, czy jest ono
poprawne.

KLASY P | NP - UWAGI

Uwaga 1 Ten sam problem nmima zakodow& na r&zne sposoby -
jezeli kodowanie Kdzie “nieoszcgdne”, maoemy uzysk&
wielomianowé szybké dziatania, kosztem wyktadniczej (w
stosunku do optymalnej) reprezentacii.

Uwaga 2 (Teza Churchp Mozemy DTM uwaas za model
dowolnej klasycznej sekwencyjnej maszyny cyfrowejsaviw
definicji klasy P maemy napis “DTM” zastpi§ stowami
“algorytm sekwencyjny”.

5

™) ¥ ()

[TTTTOoTTTOTOTTTIT

Uwaga 3 Analogis NDTM w informatyce mogtby by jszyk
programowania ze specjdlfiunkcijs, np. forecast(),zwracagcs
wartéd 0 lub 1 (zawsze w ten sposolreby byto dobrze”).



PROBLEMY NP-ZUPELNE

Problem B jestNP-zupetny gdy:

a) Ry nalezy do klasy NP,

b) kazdy problem z klasy NP dasskprowadz w czasie
wielomianowym do problemuP

Czyli np. znajc rozwizanie problemu P w czasie
wielomianowym na DTM, moglib§my w czasie wielomianowym
rozwiszas kazdy problem z klasy NP.

Czyli wowczas bytoby P = NP.

SAT JEST NP-ZUPELNY

Sprawdzenie, czy formuta jest spetnialna (problem SAT),
nalezy do klasy NP.

Zarys dowodu: sywamy funkcji forecast() by znalé wartasciowanie
spetniagce formuk. W szybki (wielomianowy) sposéb sprawdzanig,
rzeczywscie formuta jest spetniona.

Do problemu SAT da $i sprowadz dowolny problem z
klasy NP.

Zarys dowodu: kzd$ maszyd Turinga rozwézujscs konkretny problem

z klasy NP (wraz z danymi w&iowymi) mazna opisa@ pewrs
skomplikowad formu¥ logiczrs, ktéra jest spetnialna wtedy i tylko
wtedy, gdy maszyna da wynik pozytywny. Zamiast konstruowa
maszyd, mazemy wikc znalé odpowiednd formuls i sprawdz§, czy
jest spetnialna.



P=NP ?

* Istnieje problem “uniwersalny” (SAT),
tzn. taki, ze jego rozwézanie w czasie
wielomianowym pozwalatoby na
rozwiszanie wszystkichproblemow z
klasy NP w czasie wielomianowym.

» Takich probleméw NP-zupeinych jest
wiscej!

* Nie znamy algorytmu rozweujscego
SAT o ziondsci mniejszej, nk
wyktadnicza. Nie znamy te takiego
algorytmu dla zadnego innego

problemu NP-zupetnego. ‘
Inne problemy
NP-zupetne

* Problem otwarty: SAT

Czy P = NP r‘ ——— sprowadzenie wielomianowe




