
1

WYKŁAD 6

Zło ono  obliczeniowa

problemów optymalizacyjnych

PLAN WYKŁADU

� Zło ono  obliczeniowa -
przypomnienie

� Maszyny Turinga
– deterministyczna maszyna Turinga

– niedeterministyczna maszyna Turinga

– klasy zło ono ci P i NP

� Problemy NP-zupełne
– problem SAT
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ZADANIE OPTYMALIZACYJNE -
PRZYPOMNIENIE

Zadanie optymalizacyjne dyskretne

Niech X - dowolny zbiór sko
�

czony (przestrze�  stanów)

Niech  f : X    R - pewna rzeczywista funkcja na X (funkcja celu)

Zadanie optymalizacyjne polega na znalezieniu punktu x0 ze zbioru X
takiego, � e:

f(x0)  =  max( f(x) ), x ∈ X

f(x0)  =  min( f(x) ), x ∈ X

lub

ZŁO ONO  - PRZYPOMNIENIE

Zło� ono� �  obliczeniow�  mo� na szacowa�  jako zło� ono� �
pesymistyczn�  (dla najgorszych mo� liwych danych), lub

� redni�  (dla danych „losowych”). Tak rozumiana zło� ono� �
jest cech�  algorytmu, a nie problemu; mo� na jednak czasem
udowodni� , � e dany problem nie mo� e zosta�  rozwi� zany
algorytmem o zbyt niskiej zło� ono� ci.

� Zło� ono� 	  czasowa
– liczba „podstawowych operacji”, jakie musi

wykona	  program komputerowy rozwi 
 zuj
 cy
zadanie

� Zło� ono� 	  pami� ciowa
– liczba „podstawowych jednostek pami � ci”, które

zajmuje program podczas pracy
� Zło� ono� 	  jest funkcj 
  wielko� ci problemu
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NOTACJA O(...)

Mówimy, � e f  jest rz� du O(g(n)), je� eli poczynaj� c od
pewnego n0 mamy:

f(n) < c g(n)     dla pewnej stałej c i dla ka� dego n>n0.

Piszemy: f(n)=O(g(n)).

Przykłady:
n2 - 2n = O(n2)      n8 + 100000 = O(n8)
2n + 3n8 + n! = O(n!)       n2 = O(n3)

ZŁO ONO  - PROSTE PRZYKŁADY

Sortowanie n obiektów:
• algorytm b� belkowy  -  O(n2)
• algorytm szybki  -  O(n log n)
• sprawdzenie wszystkich mo� liwo � ci  -  O(n!)

Wielko� �  problemu: n (liczba obiektów). 

Sprawdzenie, czy liczba naturalna n jest pierwsza:
• algorytm dziel� cy n przez wszystkie liczby mniejsze
od n  -  O(2k)
• znaleziony niedawno algorytm ma zło� ono� �  O(k12)

Uwaga! Wielko� �  problemu to k = log n   (liczba bitów), a nie n.
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ZADANIA ŁATWE I TRUDNE

• Sortowanie
• Szukanie pierwiastków

wielomianów
• Szukanie maksimum funkcji

ci � głej i ró� niczkowalnej
• Mno� enie macierzy
• Sprawdzenie, czy w grafie

istnieje cykl Eulera
• ...

• Szukanie maksimum funkcji
nieci� głej, nieró� niczkowalnej,
zaszumionej, zmieniaj� cej si�  w
czasie

• Szukanie najkrótszej postaci
danej formuły logicznej

• Rozkładanie liczb na czynniki
pierwsze

• Sprawdzenie, czy w grafie
istnieje cykl Hamiltona

Zadania “łatwe” Zadania “trudne”

Znamy efektywne algorytmy
daj� ce dokładne rozwi� zania.

Znane algorytmy dokładne 
maj�  wysok�  (np. wykładnicz� )

zło� ono� �  czasow� .
Musimy szuka�  metod przybli� onych. 

DETERMINISTYCZNA MASZYNA
TURINGA (DTM)

Formalnie: {Q, Σ, δ, q0, F}, gdzie:

Q - zbiór stanów sterowania maszyny,
Σ - alfabet (zbiór symboli) ta� my,
δ − funkcja przej� cia:

 δ: Q × Σ → Q × Σ × {R, L, N}
q0 - pocz	 tkowy stan sterowania,
F - zbiór ko
 cowych stanów sterowania.
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DTM - DZIAŁANIE

Działanie maszyny:
- Startujemy z pewnego miejsca na ta� mie i ze stanu
sterowania q0.
- Czytamy symbol s z ta� my.
- Na podstawie tych dwóch danych (stan q = q0, symbol s) za
pomoc�  funkcji δδδδ obliczamy nowy stan q’ , nowy symbol s’,
który zapisujemy na ta� mie, oraz jeden z symboli: R, L  lub
N, odpowiadaj� cy kierunkowi przemieszczenia si�  czytnika
na ta� mie.
- Operacj�  powtarzamy do momentu, gdy maszyna znajdzie
si�  w stanie sterowania nale� � cym do zbioru F.

{Q, Σ, δ, q0, F}

NIEDETERMINISTYCZNA MASZYNA
TURINGA (NDTM)

{Q, Σ, δ, q0, F},
Definicja jest analogiczna do DTM,
jednak funkcja przej� cia δ(q,s) mo� e
mie�  kilka ró� nych warto� ci.

Wynik oblicze�  jest pozytywny, je� li
cho�  jedna z mo� liwych dróg
działania maszyny doprowadzi do
sukcesu.
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Innymi słowy: NDTM podczas wykonywania “programu” potrafi w
magiczny sposób przewidzie�, jakiego dokona� wyboru (np. czy
zapisa� na ta�mie 1, czy 0), by doprowadzi� do pozytywnego wyniku
(o ile jest to w ogóle mo�liwe).
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KLASA  P  ORAZ  NP

Problem nale� y do klasy zło�ono�ci czasowej P, gdy istnieje
DTM  rozwi� zuj� ca ten problem w czasie wielomianowym
wzgl� dem rozmiaru danych wej� ciowych.

Problem nale� y do klasy zło�ono�ci czasowej NP, gdy istnieje
NDTM  rozwi� zuj� ca ten problem w czasie wielomianowym
wzgl� dem rozmiaru danych wej� ciowych.

Intuicja: problem ma zło�ono�� NP, je�li znaj�c rozwi�zanie
jeste�my w stanie sprawdzi� w czasie wielomianowym, czy jest ono
poprawne.

Maszyna Turinga jako �cisły model matematyczny umo�liwia
precyzyjne definiowanie poj�� zwi�zanych ze zło�ono�ci�
obliczeniow�.
Czas działania = liczba kroków maszyny.

KLASY P I NP - UWAGI

Uwaga 1: Ten sam problem mo� na zakodowa�  na ró� ne sposoby -
je� eli kodowanie b� dzie “nieoszcz� dne”,  mo� emy uzyska�
wielomianow�  szybko� �  działania, kosztem wykładniczej (w
stosunku do optymalnej) reprezentacji.

Uwaga 2: (Teza Churcha) Mo� emy DTM uwa� a�  za model
dowolnej klasycznej sekwencyjnej maszyny cyfrowej, wi� c w
definicji klasy P mo� emy napis “DTM” zast� pi �  słowami
“algorytm sekwencyjny”.

=

Uwaga 3: Analogi�  NDTM w informatyce mógłby by�  j � zyk
programowania ze specjaln�  funkcj� , np. forecast(), zwracaj� c�
warto� �  0 lub 1 (zawsze w ten sposób, “� eby było dobrze”).
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PROBLEMY NP-ZUPEŁNE

Problem P0 jest NP-zupełny, gdy:

a) P0 nale� y do klasy NP,

b) ka� dy problem z klasy NP da si�  sprowadzi�  w czasie
wielomianowym do problemu P0.

Czyli np. znaj� c rozwi� zanie problemu P0 w czasie
wielomianowym na DTM, mogliby� my w czasie wielomianowym
rozwi� za�  ka� dy problem z klasy NP.
Czyli wówczas byłoby P = NP.

Problem NP-trudny spełnia tylko punkt b) powy� szej definicji.

(Problemy NP-zupełne maj� posta� pytania “czy istnieje...”, a problemy
NP-trudne to zwykle ich  optymalizacyjne wersje - “znajd� najmniejszy...”)

SAT JEST NP-ZUPEŁNY

Sprawdzenie, czy formuła jest spełnialna (problem SAT),
nale� y do klasy NP.

Zarys dowodu: u
�
ywamy funkcji forecast(), by znale� �  warto	 ciowanie

spełniaj
 ce formuł� . W szybki (wielomianowy) sposób sprawdzamy, 
�
e

rzeczywi	 cie formuła jest spełniona.

Do problemu SAT da si�  sprowadzi  dowolny problem z
klasy NP.

Zarys dowodu: ka
�
d
  maszyn�  Turinga rozwi
 zuj
 c
  konkretny problem

z klasy NP (wraz z danymi wej	 ciowymi) mo
�
na opisa�  pewn


skomplikowan
  formuł
  logiczn
 , która jest spełnialna wtedy i tylko
wtedy, gdy maszyna da wynik pozytywny. Zamiast konstruowa�
maszyn� , mo

�
emy wi� c znale� �  odpowiedni
  formuł�  i sprawdzi� , czy

jest spełnialna.
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P=NP ?
• Istnieje problem “uniwersalny” (SAT),

tzn. taki, � e jego rozwi� zanie w czasie
wielomianowym  pozwalałoby na
rozwi� zanie wszystkich problemów z
klasy NP w czasie wielomianowym.

• Takich problemów NP-zupełnych jest
wi � cej!

• Nie znamy algorytmu rozwi� zuj� cego
SAT o zło� ono� ci mniejszej, ni�
wykładnicza. Nie znamy te�  takiego
algorytmu dla � adnego innego
problemu NP-zupełnego.

• Problem otwarty:

Czy P = NP ? sprowadzenie wielomianowe

Inne problemy
NP-zupełne

SAT

Klasa NP


