WYKLAD 6

Ztozonas¢ obliczeniowa
problemow optymalizacyjnych

PLAN WYKELADU

m Ztozonos¢ obliczeniowa -
przypomnienie

m Maszyny Turinga
— deterministyczna maszyna Turinga
— niedeterministyczna maszyna Turinga
— klasy ztozonosci P i NP

m Problemy NP-zupetne
— problem SAT




ZADANIE OPTYMALIZACYJNE -
PRZYPOMNIENIE

Zadanie optymalizacyjne dyskretne

Niech X - dowolny zbidr skaczony(przestrzé stanovy

Niech f: X—R - pewna rzeczywista funkcja na(Kinkcja celi

Zadanie optymalizacyjne polega na znalezieniu punkzexzbioru X
takiego,ze:
f(xg) = max(f(x)), xOX
lub
f(xg) = min(f(x)), xOX

Zt OZONOSC - PRZYPOMNIENIE

m Ztozonos$¢ czasowa

— liczba ,podstawowych operacji”, jakie musi
wykonaé program komputerowy rozwigzujacy
zadanie

m Ztozonos¢ pamieciowa

— liczba ,podstawowych jednostek pamieci”, ktore

zajmuje program podczas pracy
m Ztozonosc jest funkcjg wielkosci problemu

Ztozonas¢é obliczeniow mana szacowa jako zi@onasé
pesymistyczn (dla najgorszych miiwych danych), lub
srednig (dla danych ,losowych”). Tak rozumiana zZionaé
jest cecly algorytmy a nie problemu; ména jednak czasem
udowodné, ze dany problem nie nie zosté rozwigzany
algorytmem o zbyt niskiej Zlonasci.




NOTACJAO(...)

Mowimy, zef jest rzdu O(g(n)), jezeli poczynagc od
pewnega, mamy:

f(n) <cg(n) dla pewnej stategidla kazdegon>n,,.

Piszemyf(n)=0(g(n)).

Przykiady:
nZ-2n=0(r¥) né + 100000 = O(r¥)
2"+ 3n8+ n! = 0O(n!) n2=0(n3)

Zt OZONOSC - PROSTE PRZYKLADY

Sortowanien obiektow:

« algorytm kybelkowy - O(rv)

* algorytm szybki -O(n log n)

* sprawdzenie wszystkich mlbwvosci - O(n!)

Wielkasé problemu: n (liczba obiektow).

Sprawdzenie, czy liczba naturalngest pierwsza:

* algorytm dziedcy n przez wszystkie liczby mniejsze
odn - O(%)

* znaleziony niedawno algorytm ma ztmas¢ O(k'?)

Uwaga! Wielka’é problemu to k =log n  (liczba bitéw), a nie n.




ZADANIA tATWE | TRUDNE

Zadania “latwe”

» Sortowanie

» Szukanie pierwiastkéw
wielomianéw

» Szukanie maksimum funkciji
ciagtej i rozniczkowalnej

* Mnozenie macierzy

» Sprawdzenie, czy w grafie
istnieje cykl Eulera

Znamy efektywne algorytmy
dajgce dokladne rozwizania.

Zadania “trudne”

» Szukanie maksimum funkciji
nieciagtej, nier@niczkowalnej,
zaszumionej, zmieniggej se w
czasie

» Szukanie najkrotszej postaci
danej formuly logicznej

» Rozkiladanie liczb na czynniki
pierwsze

» Sprawdzenie, czy w grafie
istnieje cykl Hamiltona

Znane algorytmy doktadne
majg wysolg (np. wyktadnicaz)
ztonasé¢ czasow.
Musimy szuké&metod przybkionych.

DETERMINISTYCZNA MASZYNA

TURINGA (DTM)
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Formalnie: {Q,Z, 9, q,, F}, gdzie:

Q - zbiérstanow sterowanianaszyny,
> - alfabet(zbiér symboli) tamy,
0 — funkcja przegcia:
0:Qx% - QxXx{R,L,N}
g, - pocxktkowy stansterowania,
F - zbiorkoricowych stanévsterowania.




DTM - DZIALANIE

Dziatanie maszyny

- Startujemy z pewnego miejsca nhasrtae i ze stanu
sterowaniay,.

- Czytamy symbok z tasmy.

- Na podstawie tych dwoch danych (stgm g, symbols) za
pomoa funkcji & obliczamy nowy stam’, nowy symbols’,

ktory zapisujemy na fanie, oraz jeden z symbolR, L lub

N, odpowiadajcy kierunkowi przemieszczeniagsczytnika
na témie.

- Operacg powtarzamy do momentu, gdy maszyna znajdz|e
Sig W stanie sterowania naigcym do zbiorur.

NIEDETERMINISTYCZNA MASZYNA
TURINGA (NDTM)

{Q. 2,0, q, F},

Definicja jest analogiczna do DTM,
jednak funkcja przégia d(q,s) mae
miec kilka roznych wartgci.

Wynik obliczen jest pozytywny, jéli
chat jedna z maliwych drog
dziatania maszyny doprowadzi do
sukcesu.

Innymi stowy: NDTM podczas wykonywania “programu” potrafi w|
magiczny sposoéb przewidzjgakiego dokonawyboru (np. czy
zapisa& natasmie 1, czy 0), by doprowadzilo pozytywnego wyniku
(o ile jest to w ogole midiwe).




KLASA P ORAZ NP

Maszyna Turinga jakecisty model matematyczny ughiwia
precyzyjne definiowanie p@j zwigzanych ze zimnascig
obliczeniowy.

Czas dziatania = liczba krokéw maszyny.

Problem nalgy do klasy zidonasci czasowejP, gdy istnieje
DTM rozwigzujaca ten problemv czasie wielomianowym
wzgledem rozmiaru danych wagjiowych.

Problem nalgy do klasy ztaonasci czasoweNP, gdy istnieje
NDTM rozwigzujaca ten problemv czasie wielomianowym

wzgledem rozmiaru danych wajiowych.

Intuicja: problem ma ziéonasé NP, j&sli znajgc rozwigzanie
jestemy w stanie sprawdziw czasie wielomianowym, czy jest ong
poprawne.

KLASY P | NP - UWAGI

Uwaga 1 Ten sam problem nmima zakodowé na r&zne sposoby -
jezeli kodowanie lkdzie “nieoszcgdne”, maemy uzyska

wielomianova szybkd¢ dziatania, kosztem wykfadniczej (W
stosunku do optymalnej) reprezentacii.

Uwaga 2 (Teza Churchp Mozemy DTM uwaa¢ za model
dowolnej klasycznej sekwencyjnej maszyny cyfrowejeaviw
definicji klasy P maemy napis “DTM” zasipi¢ stowami
“algorytm sekwencyjny”.
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Uwaga 3 Analoga NDTM w informatyce mogtby by jezyk
programowania ze specjalfiunkcja, np. forecast(),zwracajca
wartas¢ 0 lub 1 (zawsze w ten sposolzeby byto dobrze”).




PROBLEMY NP-ZUPELNE

Problem B jestNP-zupetny gdy:

a) Ry nalezy do klasy NP,

b) kazdy problem z klasy NP da&bkprowadzt w czasie
wielomianowym do problemuf

Czyli np. znajc rozwigzanie problemu P w czasie
wielomianowym na DTM, moglib§my w czasie wielomianowym
rozwigzat kazdy problem z klasy NP.

Czyli wéwczas bytoby P = NP.

ProblemNP-trudny spetnia tylko punkt b) powsszej definicji.

(Problemy NP-zupetne maposta’ pytania “czy istnieje...”, a problemy
NP-trudne to zwykle ich optymalizacyjne wersje - “z@ajdjmniejszy...")

SAT JEST NP-ZUPELNY

Sprawdzenie, czy formuta jest spetnialna (problem SAT
nalezy do klasy NP.

Zarys dowodu: sywamy funkcji forecast() by znaléé¢ wartasciowanie
spetniagce formuk. W szybki (wielomianowy) sposéb sprawdzanig,
rzeczywsécie formuta jest spetniona.

Do problemu SAT da si sprowadzt dowolny problem z
klasy NP.

Zarys dowodu: kzda maszyr Turinga rozwizujaca konkretny problem
z klasy NP (wraz z danymi w&iowymi) mazna opisé pewry
skomplikowan formulg logiczra, ktéra jest spetnialna wtedy i tylko
wtedy, gdy maszyna da wynik pozytywny. Zamiast konstrubw
maszyr, mazemy wiec znaleé odpowiedmi formute i sprawdzé, czy
jest spetnialna.




P=NP ?

* Istnieje problem “uniwersalny” (SAT),
tzn. taki, ze jego rozwazanie w czasie
wielomianowym pozwalatoby na
rozwigzanie wszystkichproblemow z
klasy NP w czasie wielomianowym.

» Takich probleméw NP-zupetnych jest
wigcej!

* Nie znamy algorytmu rozwrujacego
SAT o ziaondsci mniejszej, nk
wyktadnicza. Nie znamy fe takiego
algorytmu dla zadnego innego

problemu NP-zupetnego. ‘
Inne problemy
NP-zupetne

* Problem otwarty: SAT

Czy P = NP r‘ ——— sprowadzenie wielomiano!




