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§3. Kody ilorazowe

3.1. Pojęcia podstawowe

3.1.1. Opis ciągów binarnych za pomocą wielomianów i działania na wielomianach

W analizie kodów ilorazowych stosuje się opis ciągów binarnych za pomocą wielomianów. Ciąg binarny o długości  n


(3.1a)
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opisuje się za pomocą wielomianu s(x)


(3.1b)
s(x) = sn-1xn-1 + sn-2xn-2 + s1x + s0
gdzie: 

sj ={0,1}     j = 0, 1, ... , n-1


Poniżej zdefiniowano działania na wielomianach wykonywane w analizie kodów ilorazowych.


Sumowania wielomianów dokonuje się przez sumowanie modulo dwa współczynników przy takich samych potęgach zmiennej x dodawanych wielomianów. Z powyższego wynika słuszność dla trzech wielomianów


(3.2a)
s3(x) = s1(x) + s2(x)

następujących zależności


(3.2b)
s1(x) = s2(x) + s3(x)


(3.2c)
s2(x) = s1(x) + s3(x)


(3.2d)
s1(x) + s2(x) + s3(x) = 0

Dodatkowo przy sumowaniu wielomianów spełnione są własności przemienności i łączności. 


Mnożenia i dzielenia wielomianów dokonuje się zgodnie ze znanymi zasadami algebry, przy czym w trakcie ich realizacji stosuje się, przy wyznaczaniu wyników częściowych, omówione powyżej sumowanie wielomianów, a nie ich odejmowanie.


Z reguły jednak działania na wielomianach wykonuje się przy ograniczeniu maksymalnego stopnia uzyskiwanego wielomianu. Odpowiada to ograniczeniu się do ciągów binarnych o określonej długości. Dlatego też w przypadku otrzymania wielomianu o stopniu wyższym od założonego, uzyskany wielomian dzieli się przez wielomian z góry określony i jako wynik mnożenia wielomianów przyjmuje się resztę z przeprowadzonego dzielenia. Ograniczając się do kodu, którego ciągi kodowe mają długość n, otrzymuje się wartość maksymalnego stopnia wielomianów będących iloczynami równą n-1. Aby znaleźć postać wymienionego powyżej wielomianu (wykorzystywanego jako dzielnik uzyskiwanych wielomianów), rozpatruje się tzw. cykliczne przesunięcie ciągu binarnego.
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W wyniku cyklicznego przesunięcia ciągu (xxx) o jedną pozycję w lewo otrzymuje się ciąg

sn-2
sn-3
. . .
. . .
s1
s0
sn-1

opisany


(3.3a)
(sn-2, ... , s1, s0, sn-1)

Wielomian opisujący powyższy ciąg ma postać


(3.3b)
s’(x) = sn-2 xn-1 + ... + s1 x2 + s0 x + sn-1
i można otrzymać go mnożąc wielomian (xxx) przez x


(3.4)
s(x) x = sn-1 xn + sn-2 xn-1 + ... +s1 x2 +s0 x

po przyjęciu


(3.5a)
xn = 1

Równość (xxx) jest równoważna zależności


(3.5b)
xn +1 = 0


Podstawienie (xxx) jest równoważne podzieleniu wielomianu (xxx) przez wielomian xn = 1 i przyjęciu jako wynik otrzymanej reszty z dzielenia. Omówione powyżej mnożenie wielomianów przyjęto nazywać mnożeniem modulo wielomian xn + 1 i oznaczać 


(3.6)
s1(x).s2(x)    mod(xn+1)


Definicja mnożenia wielomianów modulo xn+1  jest więc następująca
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(3.7)
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gdzie 
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 - reszta z dzielenia wielomianu s1(x).s2(x) przez wielomian xn+1.

Wykorzystanie cyklicznego przesunięcia ciągu binarnego do wyznaczenia postaci wielomianu normującego (xn+1) spowodowane jest koniecznością zapewnienia spełnienia podstawowej własności kodów cyklicznych: „Przesunięcie cykliczne ciągu kodowego powoduje otrzymanie innego ciągu kodowego”. Własność ta jest podstawą nazwy kod cykliczny. Tylko przyjęcie wielomianu normującego w postaci xn+1 powoduje zachowanie takich samych sygnałów w ciągu pierwotnym i ciągu przesuniętym, a więc umożliwia zachowanie powyższej własności:

Zbiór wielomianów o długości nieprzekraczającej ustalonej liczby n przyjęto nazywać zbiorem wielomianów modulo xn+1.

Wszystkie omówione powyżej działania można wykonywać także na ciągach binarnych, które odwzorowane są przez rozpatrywane wielomiany.

Przykład 3.1
Ciągi binarne o długości 4
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opisują wielomiany


s1(x)=x3+x2+1
s2(x)=x3+x+1

Suma tych wielomianów jest równa

s1+2(x)=s1(x) + s2(x) = x3+x2+1+x3+x+1 = x2+x

i opisuje ciąg 
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Iloczyn wielomianów s1(x) oraz s2(x) modulo (x4+1) wyznacza się wykonując najpierw bezpośrednie mnożenie wielomianów


x3 + x2 + 0 +1


*      x3 + 0 + x +1


x3 + x2 + 0 +1


x4 + x3 + 0 + x 


x6 + x5 + 0 + x3              


x6 + x5 + x4+ x3 +x2 +x +1


Uwzględniając wykonywanie mnożenia modulo (x4+1) otrzymuje się 

x4 = 1       x5 = x        x6 = x2 
Wykorzystując powyższe w wyznaczonym iloczynie oblicza się wynik mnożenia modulo (x4+1) 

x6 + x5 + x4 + x3 + x2 +x + 1  =  x2 + x + 1 + x3 + x2 +x + 1  =  x3  

Uzyskano zatem

s12(x) = s(x) s(x)   mod (x4+1) = x3  


Powyższy wynik można otrzymać także wyznaczając resztę z dzielenia określonego iloczynu przez wielomian x4+1 


                       x2+x+1


x6+x5+x4+x3+x2+x+1
 : x4+1


x6+0 + 0 +0 +x2        


x5+x4+x3+0 +x+1


x5+0 + 0 +0 +x   


x4+x3+0 +0+1


x4+0 +0 +0+1   


=x3=


(
Przy wyznaczaniu reszty z dzielenia sumy dwóch wielomianów

s(x) = s1(x) + s2(x)

przez ustalony wielomian s3(x) można wykorzystać następującą zależność


(3.8)
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Zgodnie z powyższą zależnością reszta z dzielenia sumy dwóch wielomianów jest równa sumie reszt z dzielenia dodawanych wielomianów.

Przykład 3.2


W niniejszym przykładzie wykorzystując zależność (3.8) oblicza się iloczyn wielomianów, wyznaczony w przykładzie 3.1.

(x3+x2+1)(x3+x+1) mod(x4+1) = (x6+x5+x4+x3+x2+x+1) mod(x4+1) =

= x6 mod(x4+1) + x5 mod(x4+1) + x4 mod(x4+1) + (x3+x2+x+1) mod(x4+1) =

= [(x4+1) x2+x2] mod(x4+1) + [(x4+1) x+x] mod(x4+1) + [(x4+1) +1] mod(x4+1) +

+ (x3+x2+x+1) mod(x4+1) =

= [(x4+1) x2] mod(x4+1) + x2 mod(x4+1) + [(x4+1) x] mod(x4+1) + x mod(x4+1) +

+ (x4+1) mod(x4+1) + 1 mod(x4+1) + (x3+x2+x+1) mod(x4+1) =

= (x2+x+1+ x3+ x2+x+1) mod(x4+1) = x3 mod(x4+1)


Powyższy sposób obliczeń może stanowić podstawę do uzasadnienia równoważności podanych powyżej dwóch metod określania iloczynu wielomianów mod(xn+1).

(
3.1.2. Określenie i własności kodów cyklicznych

Kody cykliczne są szczególnym przypadkiem tzw. kodów ilorazowych. Do zdefiniowania kodu ilorazowego wprowadza się wielomian g(x) stopnia k, którego współczynnik przy najwyższej potędze jest równy jedności


(3.9)
g(x) = xk + gk-1 xk-1 +(((+ g1 x + g0

Kodem ilorazowym nazywany jest kod spełniający warunki:

I1. Ciągi kodowe mają długość n >= k+1

I2. Wielomiany sj(x) opisujące wszystkie ciągi kodowe sj są podzielne przez wielomian g(x), tzn. 


(3.10)
sj(x) = aj(x).g(x)

Wielomiany aj(x) są wielomianami stopnia n-k-1. Wielomian g(x) nazywany jest wielomianem generującym kodu. Zwraca się uwagę, że kod ilorazowy jest kodem liniowym. Własność tę wykazuje się rozpatrując dwa ciągi kodowe 
[image: image8.wmf]i

s

 oraz 
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. Wielomian s(x) opisujący ciąg 
[image: image10.wmf]s

, będący sumą rozważanych ciągów, jest sumą wielomianów opisujących te ciągi 


(3.11a)
s(x) = si(x) + sj(x)

Uwzględniając, że zgodnie z (xxx)  


(3.11b)
si(x) = ai(x).g(x)


(3.11c)
sj(x) = aj(x).g(x)

zależność (xxx) przedstawić można w postaci

s(x) = g(x).[ai(x) + aj(x)]

Otrzymano zatem, że wielomian opisujący sumę dwóch ciągów kodowych jest podzielny przez wielomian generujący. Oznacza to, że ciąg będący sumą dwóch ciągów kodowych jest także ciągiem kodowym. Świadczy to więc o liniowości kodu ilorazowego, cnw.


Dodatkowym ograniczeniem kodu cyklicznego w porównaniu z kodem ilorazowym jest to, aby wielomian generujący kodu cyklicznego, którego ciągi kodowe mają długośc n był z założenia dzielnikiem wielomianu xn+1.


Ciągi kodowe kodów ilorazowych tworzą strukturę algebraiczną, zwaną pierścieniem i dlatego też stosowana jest dla nich nazwa kody pierścieniowe. Oznacza ono, że istnieje taki wielomian h’(x), dla którego 


(3.12)
g(x).h’(x) = xn + 1             czyli      
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Wyniki te zapewniają, że w wyniku cyklicznego przesunięcia ciągu kodowego otrzymuje się inny ciąg kodowy.


Ciąg będący cyklicznym przesunięciem w lewo ciągu danego opisuje wielomian opisujący ciąg dany pomnożony przez jednomian xj. Liczba j określa ilość pozycji, o które następuje cykliczne przesunięcie.


Przykład 3.3

Przesunięcie cykliczne w lewo ciągu 110010 o jedną i dwie pozycje powoduje otrzymanie ciągów

100101               001011

Uwzględniając, że wielomian opisujący dany ciąg ma postać

s(x) = x5 + x4 + x

otrzymuje się wielomiany opisujące ciągi przesunięte cyklicznie o jedną i dwie pozycje

s’(x) = s(x) x mod(x6+1) = x6+x5+x2 mod(x6+1) = x5+x2+1

s’(x) = s(x) x2 mod(x6+1) = x7+x6+x3 mod(x6+1) = x3+x+1

(

Prawdziwość omawianej własności udowadnia się następująco. Wielomian opisujący ciąg kodowy zgodnie z zależnością (xxx) ma postać 


(3.13)
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Wielomian powyższy z założenia ma opisywać ciąg kodowy, co jest równoznaczne z podzielnością bez reszty przez wielomian generujący


(3.14)
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Wielomian (3.13) określa się na podstawie zależności
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otrzymując 
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Uwzględniając powyższą zależność, warunek (3.14) zapisuje się w postaci następującej


(3.16)
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Z otrzymanego wyrażenia wynika, że zależność (3,14) spełniona jest tylko w przypadku zachodzenia postulowanego warunku (3.12), cnw.


W niniejszym paragrafie podstawowa część rozważań dotyczy obszernej klasy kodów ilorazowych jaką stanowią kody cykliczne. Zaletą kodów cyklicznych jest prostota realizacji układowej dekodowania. Dla określonej liczby sygnałów informacyjnych nie zawsze można jednak skonstruować kod cykliczny o zadanej minimalnej odległości. W tych przypadkach konstruuje się tzw. kody pseudocykliczne lub skrócone kody cykliczne stanowiące inną klasę kodów ilorazowych. Kody ty zostały omówione w dalszej części skryptu. 

3.1.3. Zasady kodowania


Ciągi kodowe kodu cyklicznego w najprostszy sposób wyznacza się korzystając bezpośrednio z własności opisanej zależnością (xxx). Dany ciąg informacyjny 
[image: image18.wmf]w

 opisuje się wielomianem 
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. Wielomian 
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 przyjęto nazywać wielomianem informacyjnym. Ciąg kodowy 
[image: image21.wmf]s

 jest określony współczynnikami tzw. wielomianu kodowego 
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 wyznaczonego na podstawie iloczynu wielomianu informacyjnego 
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 i wielomianu generującego 
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(3.17)
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Jeżeli otrzyma się wielomian 
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 stopnia mniejszego niż n-1, wówczas ciąg współczynników wielomianu uzupełnia się odpowiednią liczbą zer, odpowiadającą zerowym współczynnikom przy wyższych potęgach zmiennej 
[image: image27.wmf]x

 wielomianu 
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Rozpatrując kod (n,m) otrzymuje się, że wielomiany 
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 oraz 
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 są wielomianami odpowiednio stopnia (n-1) i (m-1). Z zależności (xxx) wynika, że stopień wielomianu generującego 
[image: image31.wmf])
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 jest więc równy


(3.18)
k = (n-1) - (m-1) = n-m

Zatem współczynnik gk wielomianu generującego jest równy jedności. Równy jedności jest także współczynnik g0. Wynika to bezpośrednio z konieczności uzależnienia elementu s0 ciągu kodowego od współczynnika w0 ciągu informacyjnego, ponieważ zgodnie z zależnością (xxx), s0 = w0 g0. 

Przykład: 3.4


Dla kodu opisanego wielomianem generującym 

g(x) = x3+x+1

wyznaczyć wielomian generujący odpowiadający ciągowi informacyjnemu 0011. Wielomian opisujący ciąg informacyjny ma postać 

w(x) = x+1

Zatem zgodnie z zależnością (xxx), wielomian opisujący ciąg kodowy jest równy

s(x) = (x+1)(x3+x+1) = x4+x2+x+x3+x+1 = x4+x3+x2+1

Uwzględniając zależność (xxx) otrzymuje się długość ciągów kodowych wynoszącą n=7. Stopień wielomianu 
[image: image32.wmf])
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 spełnia nierówność 4 < 7-1. Zatem po uzupełnieniu współczynników wielomianu kodowego dwoma zerami otrzymuje się szukany ciąg kodowy


0011101

(

Omówiona powyżej zasada kodowania posiada dość istotną wadę, jaką jest występująca w ogólnym przypadku niemożliwość wydzielenia w ciągu kodowym sygnałów ciągu informacyjnego. Otrzymany kod jest więc kodem nierozdzielnym. Powyższy przypadek zilustrowano kolejnym przykładem.


Przykład: 3.5

Dla ciągu informacyjnego 

w3,w2,w1,w0
wyznacza się ciąg kodowy  kodu o wielomianie generującym 

g(x) = x3 + x +1

Wielomian informacyjny ma postać    

w(x) = w3 x3 + w2 x2 + w1 x + w0  

Wielomian opisujący ciąg kodowy jest więc równy

s(x) = w(x) . g(x) = (w3 x3 + w2 x2 + w1 x + w0) . (x3 +x + 1) = 

= w3 x6 + w2 x5 + (w3 + w1) x4 + (w3 + w2 + w0) x3 + (w2 + w1) x2 + (w1 + w0) x + w0 

Zatem poszczególne sygnały ciągu kodowego wyznacza się na podstawie sygnałów informacyjnych w sposób następujący

s6 = w3 ;    s5 = w2 ;     s4 = (w3 + w1);     s3 = (w3 + w2 + w0);

s2 = (w2 + w1);     s1 = (w1 + w0);     s0 = w0 ;

Otrzymano zatem, że w uzyskiwanych ciągach kodowych nie występuje w postaci wyodrębnionej sygnał informacyjny w1. 

(

W ogólnym przypadku znane są dwie procedury kodowania, zapewniające wydzielenie w ciągu kodowym poszczególnych sygnałów informacyjnych, tzn. otrzymanie kodu rozdzielnego. W procedurach tych przyjmuje się zwykle, że sygnały informacyjne występują na m bardziej znaczących pozycjach ciągu kodowego. 


W pierwszej z omawianych procedur wykorzystuje się, że w tym przypadku część wielomianu kodowego opisującego sygnały informacyjne ma postać


(3.19)
s’(x) = xn-m w(x) = xk w(x)

gdzie  w(x) oznacza wielomian informacyjny.

Wielomian kodowy przy założeniu (xxx) można przedstawić w postaci:


(3.20)
s(x) = w(x).xk + s”(x) = xk w(x) + s”(x)

gdzie:
s”(x) -  wielomian stopnia k-1.


Poniżej wyznacza się warunek jaki musi spełniać wielomian 
[image: image33.wmf])
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 był wielomianem kodowym, tzn. aby był wielokrotnością wielomianu generującego 
[image: image35.wmf])
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Podstawiając do powyższej zależności wyrażenie (xxx) otrzymuje się


[image: image37.wmf]

 EMBED Equation.2  [image: image38.wmf])
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Zatem 


(3.21)
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Otrzymano zatem, że poszukiwany wielomian 
[image: image40.wmf])
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 jest resztą z dzielenia wielomianu 
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 przez wielomian generujący 
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 Zasada kodowania w omawianym przypadku ma postać:


(3.22)
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Przykład: 3.6


Poniżej wyznacza się wielomian kodowy 
[image: image44.wmf])
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 dla danych z przykładu 3.4. Uwzględniając, że n-m = k = 3 określa się wielomian

s’(x) = xk w(x) = x3(x+1) = x4+x3

Dzieląc powyższy wielomian przez wielomian generujący otrzymuje się


                 x+1


x4+x3+x2+x    :
  x3+x+1


x4+      x2+x    


x3+x2+x+1

x3+0 + x+1


x2+0+1

Zatem zgodnie z zależnością (xxx) wielomian kodowy ma postać

s(x) = x4+x3+x2+1

a odwzorowany przez niego ciąg kodowy jest następujący 

0011
101

sygnały informacyjne
sygnały kontrolne

(
Druga procedura wyznaczania ciągów kodowych dla kodu rozdzielnego wykorzystuje w procesie kodowania wielomian kontrolny i w tym opracowaniu została pominięta.

3.1.4. Macierzowy opis kodów cyklicznych


Kody cykliczne są kodami liniowymi. Można opisać je za pomocą macierzy generującej i kontrolnej. Przy założeniu, że m bardziej znaczących sygnałów ciągu kodowego stanowią sygnały informacyjne, macierz generująca ma postać


(3.23)
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Jako kolejne wiersze macierzy generującej przyjmuje się ciągi kodowe odpowiadające ciągom informacyjnym, zawierającym jeden sygnał o wartości jeden. Te ciągi kodowe opisane są więc wielomianami


(3.24)
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Poszczególne wiersze macierzy 
[image: image47.wmf]'
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 są równe ciągom binarnym opisanym przez wielomiany


[image: image48.wmf]0

,

1

...

,

2

,

1

;

)

(

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

m

m

j

x

g

x

x

R

k

j



Macierz kontrolna w rozważanym przypadku wynosi (por.zal.xxx)


(3.25)
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przy czym


(3.26)
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gdzie  
[image: image51.wmf]T

 oznacza transponowanie macierzy.


Na podstawie macierzy generującej lub kontrolnej łatwo można wyznaczyć układ równań opisujących kod liniowy równoważny danemu kodowi cyklicznemu.


Przykład 3.7


Rozpatruje się kod (7,4) opisany wielomianem generującym

g(x) = x3+x+1

Wielomian kodowy odpowiadający wielomianowi informacyjnemu 
[image: image52.wmf]1
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 (j=0) wyznacza się zgodnie z zależnością (3.24), określając w pierwszej kolejności


[image: image53.wmf]1

1

1

3

3

3

3

0

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

x

x

x

x

R

x

x

x

x

R


Zatem wielomian kodowy jest równy
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a odpowiadający mu ciąg kodowy wynosi 

0001011


Ciągi kodowe odpowiadające ciągom informacyjnym opisanym wielomianami x,x2,x3, są równe
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Zatem macierz generująca ma postać
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Uwzględniając, że macierz dopełniająca powyższej macierzy generującej jest równa
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otrzymuje się zgodnie z (xxx) macierz dopełniającą macierzy kontrolnej
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Zatem macierz kontrolna jest równa
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Z powyższej macierzy otrzymuje się bezpośrednio równania opisujące równoważny kod liniowy

s2+s4+s5+s6 = 0

s1+s3+s4+s5 = 0

s0+s3+s5+s6 = 0


Poszczególne elementy macierzy dopełniającej 
[image: image59.wmf]'
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 można wyznaczyć w bezpośredni sposób jako reszty z dzielenia ciągu złożonego z jedynki i sześciu zer przez ciąg opisany wielomianem generującym
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Powyższe reszty zapisane w odwrotnej kolejności są równe poszczególnym wierszom macierzy dopełniającej 
[image: image60.wmf]'
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Biorąc za podstawę własność G3 macierzy generującej która mówi, że poszczególne wiersze macierzy generującej pokrywają się z ciągami kodowymi przyporządkowanymi ciągom informacyjnym, zawierającym jeden sygnał o wartości jeden, oraz prostą zasadę wyznaczania wielomianów kodowych 
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 macierz generującą G można wyznaczyć także bezpośrednio w oparciu o wielomian generujący g(x) 


(3.27)
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Współczynniki wielomianu generującego określają poszczególne wiersze macierzy generujące. Macierz generującą w tym przypadku umownie zapisuje się w postaci


(3.28)
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Zatem macierz generująca jest następująca
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Zwraca się uwagę, że kodowanie przy wykorzystania powyższej macierzy, realizowane zgodnie z zależnością (xxx), prowadzi do uzyskania analogicznych ciągów kodowych jak w przypadku wykorzystywania zależności (xxx). Powyższe jest równocześnie uzasadnieniem tego, że macierz w postaci (xxx) jest macierzą generującą kodu cyklicznego o określonym wielomianie generującym. 


Macierz kontrolną H można wyznaczyć bezpośrednio w oparciu o wielomian kontrolny


(3.30)
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wyznaczany na podstawie wielomianu generującego g(x) w sposób następujący


(3.31)
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Współczynniki wielomianu kontrolnego określają poszczególne wiersze macierzy kontrolnej. Macierz kontrolną w tym przypadku umownie zapisuje się w postaci 


(3.32)
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Zatem macierz kontrolna jest następująca

(3.33)
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3.1.5. Zasada dekodowania


Dekodowanie w kodach cyklicznych wykorzystuje w swoich procedurach zarówno wielomian generujący jak i wielomian kontrolny. W dalszej części zaprezentowana zostanie tylko zasada wykorzystująca wielomian generujący. Zasada ta polega na wyznaczeniu reszty z dzielenia wielomianu 
[image: image69.wmf])
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 opisującego ciąg odebrany 
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 przez wielomian generujący


(3.34)
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Przy wykorzystaniu kodu cyklicznego jako detekcyjnego, po otrzymaniu reszty różnej od zera wyciąga się wniosek o wystąpieniu przekłamania. Uwzględniając, że wielomian 
[image: image72.wmf])
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 opisujący ciąg odebrany można przedstawić w postaci sumy wielomianu kodowego 
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 i wielomianu 
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 opisującego ciąg błędów


(3.35)
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resztę (xxx) przedstawia się następująco 


(3.36)
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Z założenia wielomian 
[image: image77.wmf])
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 opisujący ciąg kodowy dzieli się bez reszty przez wielomian generujący


(3.37)
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Uwzględniając powyższe w zależności (xxx) otrzymuje się


(3.38)
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Z zależności (xxx) wynika, że błąd zostanie wykryty zawsze, jeżeli wielomian błędu 
[image: image80.wmf])

(

x

e

 nie będzie podzielny bez reszty przez wielomian generujący 
[image: image81.wmf])
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. Zatem nie będą wykrywane tylko te ciągi błędów, które pokrywają się z ciągami kodowymi. 

3.2 Układy kodujące i dekodujące kodów cyklicznych

Omówione w poprzednim punkcie operacje mnożenia i dzielenia ciągów binarnych sprowadza się do sumowania odpowiednio przesuniętych elementów tych ciągów. Umożliwia to realizację układową tych operacji w oparciu o odpowiednio połączone rejestry przesuwne. Rejestry takie nazywane są liniowymi wielotaktowymi układami przełączającymi lub liniowymi filtrami Huffmana. Elementami składowymi rejestrów są komórki pamiętające (przerzutniki typu D), sumatory modulo dwa (funktory EXOR) oraz elementy mnożące przez współczynniki wielomianów, zwane multiplikatorami. Zmiana sygnału wyjściowego przerzutnika następuje po podaniu impulsu taktującego. Sygnał wyjściowy przerzutnika jest wtedy równy sygnałowi wejściowemu, występującemu przed podaniem impulsu taktującego. Na przedstawionych poniżej schematach blokowych nie oznaczono sygnałów taktujących i ich doprowadzeń. Uwzględniając ograniczenie rozważań tylko do kodów binarnych otrzymuje się, że multiplikator stanowi połączenie, jeżeli dany współczynnik wielomianu jest równy jedności. W przeciwnym przypadku dane połączenie nie występuje. Przy rozpatrywaniu działania poszczególnych układów założono, że kolejne sygnały wyjściowe wpisywane są do komórek rejestru. Założenie to powoduje opóźnienie o jeden takt sygnałów zapisywanych w komórkach rozpatrywanych układów, na podstawie których wyznaczane są sygnały wyjściowe. Dodatkowo założono, że wszystkie elementy pamiętające są zerowane przed rozpoczęciem działania. Sygnały zerowe nie będące sygnałami rozpatrywanych ciągów są oznaczane poziomymi kreskami. 

Podstawowymi modułami układów kodujących i dekodujących są układy mnożące i dzielące.

3.2.1  Układy mnożące


Schemat blokowy mnożenia ciągu 
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 współczynników wielomianu 
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 przez ciąg 
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 współczynników wielomianu 
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 EMBED Equation.3  [image: image86.wmf]0
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 przedstawiono na rysunku 12.

[image: image165.wmf]'
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Na wejście układu podaje się sygnały ciągu mnożonego począwszy od sygnału najbardziej znaczącego, a następnie k sygnałów o wartości zero. Na wyjściu otrzymuje się sygnały ciągu będącego iloczynem, począwszy od sygnału najbardziej znaczącego. 


Przykład 3.11


Dany jest kod cykliczny opisany wielomianem generującym 
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. Wyznacza się ciąg kodowy dla ciągu informacyjnego 1101 opisanego wielomianem 
[image: image88.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image89.wmf]1
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Wielomian kodowy wyznacza się wykorzystując zależność (xxx)
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Przedstawiając wielomiany jako odpowiednie liczby binarne uzyskuje się następujący wynik 


1011


* 1101


1011


101100

1011      


1111111

Otrzymany wynik jest identyczny z wynikiem osiągniętym przez mnożenie wielomianów.
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Jako ostatni, zasadniczy element przykładu przeanalizowane zostanie działanie układu mnożącego

Ponieważ stopień wielomianu generującego k=3 układ mnożący składa się z trzech przerzutników typu D. Multiplikatory w tym układzie występują przy odpowiednich współczynnikach wielomianu generującego. Na wejście układu podawane są binarne sygnały ciągu informacyjnego w kolejności od pozycji najbardziej znaczącej 1101. Na wyjściu odbierane są binarne sygnały ciągu kodowego również w kolejności od pozycji najbardziej znaczącej. Przebieg działania układu zilustrowano poniższą tabelką.

Numer impulsu
Sygnał wejściowy
Sygnały wyjściowe



D1
D2
D3
Z układu mnożenia

0
1
-(0)
-(0)
-(0)
-(0)

1
1
1
-(0)
-(0)
1

2
0
1
1
-(0)
1

3
1
0
1
1
1

4
-(0)
1
0
1
1

5
-(0)
-(0)
1
0
1

6
-(0)
-(0)
-(0)
1
1

7
-(0)
-(0)
-(0)
-(0)
1

Należy zaznaczyć, że analizując pracę układu mnożącego i realizację mnożenia ciągów binarnych w postaci “słupkowej” kolejne wartości sygnału wyjściowego są sumami modulo dwa identycznych wartości pośrednich.

(
3.2.2  Układy dzielące


Schemat blokowy układu dzielenia wprowadzonego na jego wejście ciągu 
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  współczynników wielomianu 
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 przez ciąg 
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 przedstawiono na rysunku 14.
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Na wejście układu podaje się sygnały ciągu dzielonego począwszy od sygnału najbardziej znaczącego. Na wyjściu układu pojawia się najpierw k zer, a następnie sygnały ciągu będącego ilorazem, począwszy od sygnału najbardziej znaczącego, Dzielenie kończy się z chwilą wprowadzenia do rejestru ostatniego sygnału dzielonego. W poszczególnych komórkach rejestru zapamiętane są sygnały stanowiące resztę z dzielenia. Najbardziej znaczący sygnał reszty znajduje się w ostatniej komórce rejestru.


Układ dzielący zbudowany jest w układzie rejestru przesuwnego ze sprzężeniem zwrotnym. Długość rejestru równa jest stopniowi wielomianu dzielnika (generującego) i wynosi k. Sprzężenie zwrotne zrealizowane jest w układzie multiplikatorów odpowiadającym współczynników wielomianu dielnika. Istota działania takiego sprzężenia zwrotnego jest taka, że sygnał wysuwany w prawo poza obszar rejestru wracany jest modulo wielomian generującu na odpowiednie pozycje rejestru modyfikują jego zawartość.


Przykład 3.12


Rozpatruje się proces dzielenia wielomianu kodowego wyznaczonego w przykładzie 3.11 
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 przez wielomian generujący 
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. Schemat blokowy takiego układu dzielącego przedstawiono na rysunku 15. Przebieg układowej realizacji dzielenia zilustrowano w poniższej tabelce.
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Numer impulsu
Sygnał wejściowy
Sygnały wyjściowe



D1
D2
D3
z układu dzielenia

0
1
-(0)
-(0)
-(0)
-(0)

1
1
1
-(0)
-(0)
-(0)

2
1
1
1
-(0)
-(0)

3
1
1
1
1
-(0)

4
1
0
0
1
1

5
1
0
1
0
1

6
1
1
0
1
0

7
-(0)
0
0
0
1

W wyniku realizacji procesu dzielenia po siedmiu impulsach taktujących otrzymano na wyjściu układu ciąg informacyjny jak w poprzednim przykładzie 
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 oraz zerową resztę z dzielenia (przerzutniki D,D,D są wyzerowane). 

(
3.2.3. Układy kodujące


Układ kodujący kodu cyklicznego, którego ciągi kodowe nie zawierają wydzielonych sygnałów informacyjnych jest po prostu układem mnożącym. Struktura układu zależy od postaci wielomianu generującego. Na wejście układu wprowadzane są sygnały ciągu informacyjnego. Na wyjściu układu otrzymuje się sygnały ciągu kodowego. 


Algorytm kodowania zapewniający wydzielenie pozycji informacyjnych w ciągu kodowym przedstawiono w pkt.xxx. W tym przypadku sygnały kontrolne wyznaczane są jako reszta z dzielenia przesuniętego cyklicznie (logicznie) o k pozycji ciągu informacyjnego przez ciąg współczynników wielomianu generującego. Zasadniczą część układu kodującego stanowi rejestr dzielący (rys.xxx). Schemat blokowy rozpatrywanego układu kodującego przedstawiono [image: image169.wmf]e

s
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=

na rys.16.

Zasada pracy powyższego układu jest następująca. Początkowo klucz K1 znajduje się w położeniu (1), natomiast klucz K2 jest zwarty. Sygnały informacyjne podawane na wejście układu są wprowadzane przez klucz K2 do komórek rejestru oraz równocześnie wyprowadzane na wyjście układu. Po zakończeniu wprowadzania m sygnałów informacyjnych (co następuje po m pierwszych taktach), w komórkach rejestru uformowana jest k-elementowa reszta z realizowanego dzielenia. W tym momencie klucz K2 jest rozwierany, natomiast klucz K1 przełącza się w położenie (2). Ponieważ rozwarcie klucza K2 powoduje odłączenie pętli sprzężenia zwrotnego w tym rejestrze, kolejne k taktów umożliwi wyprowadzenie z rejestru i dołączenie do ciągu informacyjnego wyznaczonych sygnałów reszty. W wyniku powyższego nawyjściu układu otrzymuje się n-elementowy ciąg kodowy. 


Przykład 3.14

Rozpatruje się działanie układu kodującego dla kodu opisanego wielomianem generującym

g(x) = x3 + x + 1
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Układ kodujący dlatego przykładu przedstawiono na rysunku 17.

W poniższej tablicy przedstawiono opis działania tego układu, przy wprowadzaniu na jego wejście ciągu informacyjnego 1010.

Takt
Wejście układu
Wyjścia komórek
Wyjście układu



D1
D2
D3


-
1
-(0)
-(0)
-(0)
-(0)

1
0
1
-(0)
1
1

2
1
1
1
1
0

3
0
0
1
1
1

4
-(0)
1
0
0
0

5
-(0)
-(0)
1
0
0

6
-(0)
-(0)
-(0)
1
0

7
-(0)
-(0)
-(0)
-(0)
1

Otrzymany ciąg kodowy można opisać wielomianem

s(x) = x6 + x4 + 1

(
3.2.4. Układy dekodujące kodów detekcyjnych


Układy dekodujące detekcyjnych kodów cyklicznych jako podstawową część zawierają układ umożliwiający stwierdzenie wystąpienia błędów w ciągu odebranym. Z podanych w pkt. XXX danych wynika, że układ ten realizuje wyznaczenie reszty z dzielenia ciągu odebranego przez  ciąg opisany wielomianem generującym. Podstawową częścią takiego układu jest rejestr dzielący. Schemat blokowy układu dekodującego kodu detekcyjnego przedstawiono na rysunku 18. 


Zasada pracy takiego układu jest następująca. Sygnały ciągu odebranego wprowadzane są jednocześnie do rejestru pamiętającego i rejestru dzielącego. Po wprowadzeniu całego ciągu odebranego do rejestru pamiętającego, w komórkach rejestru dzielącego znajdują się sygnały stanowiące resztę z dzielenia. Na podstawie sygnałów reszty wyznaczany jest sygnał określający fakt wystąpienia błędu. Sygnał ten przyjmuje wartość równą zeru, jeżeli chociaż jeden z sygnałów reszty jest równy jedności. W przeciwnym przypadku (wszystkie sygnały reszty są zerowe) sygnał ten jest równy jedności, co powoduje zwarcie klucza K i umożliwia wyprowadzenie ciągu odebranego na wyjście układu dekodującego. Jeżeli sygnał ten jest równy zeru, klucz K jest rozwarty i dodatkowo sygnalizowany jest fakt błędu na wskaźniku.

3.2.5. Układy dekodujące kodów korekcyjnych


Układy dekodujące korekcyjnych kodów cyklicznych można realizować w analogiczny sposób jak kodów liniowych. Struktura wyznaczanych układów jest bardzo skomplikowana. Spowodowane to jest koniecznością powiązania wszystkich korygowanych ciągów błędów z odpowiednimi wartościami syndromu. Dodatkowe ograniczenia jakie spełniają kody cykliczne w klasie kodów liniowych umożliwiają znaczne uproszczenia korekcyjnych układów dekodujących. Uproszczenie takie wynika z przyjęcia dla kodów cyklicznych szeregowej zasady działania układu dekodującego. Ogólny schemat blokowy układu dekodującego przedstawiono na rysunku 19.


Sygnały ciągu odebranego wprowadzane są kolejno do n-pozycyjnego rejestru buforowego oraz równocześnie do tzw. układu kontrolnego. W układzie kontrolnym obliczana jest reszta z dzielenia ciągu odebranego przez wielomian generujący jako analog syndromu z kodów liniowych. Po wyznaczeniu syndromu następuje wyprowadzenie ciągu odebranego z rejestru buforowego, przy czym po wyprowadzeniu każdego bitu w układzie kontrolnym wyznaczany jest, w odpowiedni sposób, nowy syndrom. Selektor jest układem logicznym, który wykrywa syndromy występujące w przypadku znajdowania się przekłamanej pozycji w ostatniej komórce rejestru buforowego. Przy kolejnym przesunięciu w rejestrze buforowym sygnałów ciągu odebranego, selektor generuje sygnał o wartości jeden, który sumowany modulo dwa z przekłamanym sygnałem ciągu odebranego powoduje jego korekcję.


Struktura układu kontrolnego i selektora zależy od rodzaju kodu korekcyjnego, tzn. od liczby korygowanych błędów. Zasady określania struktur omawianych układów zostaną podane w dalszych rozważaniach, przy omawianiu konkretnych rodzajów kodów.


Poniżej rozpatruje się korygowanie błędów w oparciu o resztę z dzielenia ciągu odebranego przez wielomian generujący. Korekcja odbywa się w oparciu o następującą zależność


(3.39)
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Określa ona możliwość wyznaczenia reszty dla ciągu błędu xi+j na podstawie ciągu błędu xi. Prawdziwość zależności udowadnia się następująco.

Zakładając, że
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 EMBED Equation.3  [image: image101.wmf])
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prawą stronę (3.39) przedstawia się następująco


(3.40)
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Wykorzystując następujące podstawienie
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otrzymuje się
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Zatem
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i w konsekwencji


(3.41)
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Porównując zależności (3.40) i (3.41) otrzymuje się bezpośrednio zależność (3.39), cnw. 


Zgodnie z zależnością (3.39) reszta 
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 otrzymana w przypadku wystąpienia błędu na n-tej pozycji może zostać wyznaczona po pomnożeniu reszty 
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 otrzymanej w przypadku wystąpienia błędu na pozycji „i” przez wielomian xn-1 modulo wielomian generujący g(x)


(3.42)
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Przykład 3.15


Wyznacza się reszty 
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 odpowiadające wystąpieniu błędów na kolejnych pozycjach ciągów kodu cyklicznego (7,4) o wielomianie generującym 

g(x) = x3 + x + 1

Przykładowo, jeżeli błąd wystąpił na 5 pozycji, tzn. e(x)=x4


    x


x4
: x3+x+1


x4+x2+x


x2+x

Wyznaczane w analogiczny sposób reszty przedstawiono w poniższej tablicy.

Numer pozycji przekłamanej
Wielomian błędu e(x)
e(x) mod x3+x+1



wielomian
ciąg

-

1

2

3

4

5

6

7
0

1

x

x2

x3

x4

x5

x6
0

1

x

x2

x+1

x2+x

x2+x+1

x2+1
000

001

010

100

011

110

111

101


Zgodnie z powyższą tablicą w przypadku wystąpienia przekłamania na czwartej pozycji
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Reszta z dzielenia iloczynu powyższego wielomianu i jednomianu x3 przez wielomian generujący x3+x+1 jest równa
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i pokrywa się z resztą otrzymaną w przypadku wystąpienia błędu na siódmej pozycji. Otrzymano zatem szczególny przypadek zależności (3.42)
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(
Układowa realizacja omawianej metody wymaga układu realizującego mnożenie wielomianu reszty r(x) przez jednomian xj modulo wielomian generujący g(x)


(3.43)
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Schemat blokowy takiego układu przedstawiono na rysunku 20. Wartości współczynników wielomianu r(x) zapamiętane są w poszczególnych komórkach rejestru.

Po liczbie taktów równej potędze jednomianu x, w komórkach rejestru otrzymuje się wyznaczany wynik. Dodatkowo zwraca się uwagę na analogiczną postać układu dzielącego (rys.14).


Przykład 3.16


Rozpatruje się mnożenie wielomianu
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przez jednomian x modulo wielomian
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Schemat blokowy układu realizującego powyższe mnożenie przedstawiono na rysunku 21.



Z powyższego układu wynika bezpośrednio otrzymanie analogicznego wyniku jak przy mnożeniu analitycznym.

(

W oparciu o przeprowadzone rozważania wyznaczyć można schemat blokowy rozważanego układu dekodującego. Schemat ten przedstawiono na rysunku 22.


Zasada pracy powyższego układu jest następująca. Sygnały ciągu odebranego wprowadzane są równocześnie do rejestru n-pozycyjnego oraz k-komórkowego układu dzielącego. Po zakończeniu wprowadzania w komórkach układu dzielącego zapamiętane są sygnały reszty z wykonanego dzielenia. Następnie sygnały ciągu odebranego są wyprowadzane na wyjście układu. Równocześnie następuje przekształcanie sygnałów reszty zgodnie z zależnością (3,43). Otrzymanie reszty równej reszcie odpowiadającej przekłamaniu na n-tej pozycji następuje w chwili znalezienia się sygnału przekłamanego w ostatniej komórce n-pozycyjnego rejestru. W tym momencie jest generowany przez selektor sygnał, powodujący skorygowanie przekłamanego sygnału.



Przykład 3.17


Wyznaczony zgodnie z rysunkiem 22 schemat blokowy układu dekodującego dla kodu (7.4) o wielomianie generującym 

g(x) = x3 + x + 1

przedstawiono na rysunku 23. Jako selektor przyjęto iloczyn logiczny, którego sygnał wyjściowy przyjmuje wartość jeden w przypadku otrzymania ciągu reszty 101 (porównaj przykład 3.15).


W poniższej tablicy przedstawiono opis działania tego układu przy wprowadzeniu na jego wejście ciągu 

0010101

będącego przekłamanym na czwartej pozycji ciągiem kodowym 

0011101
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Na wyjściu układu otrzymano zatem ciąg skorygowany

0011101

pokrywający się z ciągiem kodowym.

(
3.6.  Konstrukcja kodu o dowolnej nieparzystej minimalnej odległości


Zasady konstrukcji kodów o dowolnej minimalnej odległości zostały opracowane przez Bose, Chaudhuri i Hocqenghema. W skrócie od nazwisk autorów kody te nazywane są kodami BCH. Parametrami kodów BCH jest maksymalna krotność błędów korygowanych t oraz długość ciągów kodowych n. Minimalna odległość konstruowanych kodów wynosi 

( = 2t + 1

Długość ciągów kodowych spełnia jedną z dwóch zależności:

n = 2h – 1

lub 
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gdzie h,g - dowolne liczby całkowite.


Z pierwszego ograniczenia wynika, że przykładowe dopuszczalne długości ciągów kodowych mogą być następujące: n=7 (h=3), n=15 (h=4), n=31 (h=5), n=61 (h=6) itd. Wykorzystanie drugiego warunku wymaga rozłożenia liczb 2h-1 na czynniki. Przykładowo 63=26-1=7.3.3=21.3. Oznacza to, że przy h=6 długość ciągu kodowego może być równa nie tylko 63 9co wynika z warunku xxx), ale i 21 (w tym przypadku g=3).


Długość n ciągów kodowych określa się z warunku (xxx) przy dużych wartościach h. W tym przypadku n określone zależnością (xxx) jest bardzo duże, co wpływa na złożoność układów kodera i dekodera. Dodatkowo mogą być problemy z prawidłowym wykorzystaniem wszystkich pozycji informacyjnych ciągów kodowych.

3.6.1.  Wyznaczenie wielomianu generującego

Wielomian generujący kodu BCH najmniejszą wspólną wielokrotnością (NWW) tzw. wielomianów minimalnych mi(x), należących do uporządkowanego zbioru o określonym maksymalnym stopniu l
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przy czym wartość liczby g określającej wykorzystywane wielomiany minimalne wynika z zależności (xxx). Z wyrażenia (xxx) wynika, że liczba wielomianów minimalnych wykorzystywanych do wyznaczenia wielomianu generującego wynosi 

L = t

Maksymalny stopień l wielomianów minimalnych jest równy najmniejszej całkowitej liczbie, przy której 2l-1 dzieli się przez n (xxx) lub przez n.g (xxx). Zatem

l = h


Przy wyznaczaniu wielomianu generującego zgodnie z zależnością (xxx) w sytuacji gdy występują dwa identyczne wielomiany minimalne o różnych indeksach (mi(x) = mj(x) przy 
[image: image121.wmf]j

i

¹

) należy jeden z nich odrzucić. Stopień k wielomianu generującego nie przekracza wartości iloczynu liczby czynników w (xxx) i maksymalnego stopnia wykorzystywanych wielomianów minimalnych

k ( t . l

Równość w powyższym wyrażeniu zachodzi wtedy, gdy wszystkie wielomiany są maksymalnego stopnia. Stopień k wielomianu kontrolnego jest równy liczbie sygnałów kontrolnych. Zatem po jego wyznaczeniu można liczbę sygnałów informacyjnych 

m = n – k

Opisana metoda zapewnia od razu otrzymanie wielomianu generującego, powodującego uzyskanie różnych reszt dla wszystkich korygowanych ciągów błędów. Powyższe stanowi o zalecie konstruowania kodu cyklicznego w porównaniu z konstruowaniem metodą prób kodu liniowego.


Przykład 3.23


W niniejszym przykładzie wyznaczono wielomiany generujące dla trzech wariantów wartości n oraz t.

1) n=63      t=2

a) W rozważanym przypadku   h=6   i   g=1 
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b) Liczba L wielomianów minimalnych wykorzystywanych do wyznaczenia g(x) zgodnie  z zależnością (xxx) wynosi 

L=2

c) Maksymalny stopień wielomianów minimalnych zgodnie z zależnością (xxx) jest równy 

L  =  h  =  6

d) Wielomiany minimalne określone są w dwóch pierwszych wierszach (L=2) piątej kolumny tablicy wielomianów i mają postać

m1(x) = x6 + x +1

m3(x) = x6 + x4 + x2 + x +1

e) Zgodnie z zależnością (xxx) wielomian generujący jest równy

g(x) = m1(x) m3(x) = x12 + x10 + x8 + x5 + x4 + x3 +1

Uwzględniając zależność (xxx) otrzymuje się, że rozpatrywany kod jest kodem (63,51) i jego odległość minimalna zgodnie z zależnością (xxxx) wynosi Δ=5.

2) n=15     t=3

a) h = 4    g = 1

b) L = 3

c) l = 4

Maksymalny stopień wielomianów minimalnych   l
10
10000001001
10000001111
10100001101
11111111001
10010101111
10000110101
10001101111
10110101011
11101001101
10111111011
11111101011
10000011011
10100100011
11101111011


9
1000010001
1001011001
1100110001
1010011001
1100010011
1000101101
1001110111
1101100001
1011011011
1110000101
1000010111
1111101001
1111100011
1110001111


8
100011101
101110111
111110011
101101001
110111101
111100111
100101011
111010111
10011
101100101
110001011
101100011
100011011
100111111


7
10001001
10001111
10011101
11110111
10111111
11010101
10000011


11001011
11100101





6
1000011
1010111
1100111
1001001
1101
1101101










5
100101
111101
110111
101111
110111
111011










4
10011
11111
111
11001












3
1011
1101













Indeks  

i
1
3
5
7
9
11
13
15
17
19
21
23
25
27

d) m1(x) = x4 + x +1

m3(x) = x4 + x3 + x2 + x +1

m5(x) = x2 + x +1

e) g(x) = m1(x) m3(x) m5(x) = x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x +1

Rozpatrywany kod jest kodem (15,5) o Δ=7.

3) n=21     t=2

a) h = 6    g = 3

b) L = 2

c) l = 6

d) m3(x) = x6 + x4 + x2 + x +1

m9(x) = x3 + x2 +1

e) g(x) = m1(x) m9(x) = x9 + x8 + x7 + x5 + x4 + x +1

Rozpatrywany kod jest kodem (21,12) o Δ=5.

(

Opisany sposób postępowania prowadzi do uzyskania wielomianu generującego spełniającego warunek cykliczności kodu. Kody wyznaczone zgodnie z powyższą procedurą posiadają minimalną odległość będącą liczbą nieparzystą. Wykorzystując wielomiany generujące tych kodów można łatwo skonstruować kody o odległości parzystej.


Wielomiany generujące kodów o odległości Δ=2(t+1) wyznacza się na podstawie wielomianów generujących kodów o Δ=2t+1 w sposób następujący
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Kod o odległości minimalnej Δ=2(t+1) umożliwia wykrywanie wszystkich ciągów błędów o krotności o r włącznie, przy czym

r = 2t + 1


Długość ciągów kodowych kodów BCH o parzystych minimalnych odległościach Δ=2(t+1) jest taka sama jak długość ciągów kodowych wykorzystywanego kodu o nieparzystej minimalnej odległości Δ=2t+1

n’ = n

Ponieważ stopień wielomianu generującego jest o jeden większy, liczba sygnałów kontrolnych jest też o jeden większa

k’ = k+1

Jak przedstawiono w (xxx) długość ciągów kodowych nie ulega zmianie, liczba sygnałów informacyjnych musi być o jeden mniejsza

m’ = m-1


Przykład 3.24


W oparciu o wielomian generujący kodu (63,51) o Δ=5 (wyznaczony w przykładzie 3,23) 

g(x) = x12 + x10 + x8 + x5 + x4 + x3 +1

Zgodnie z zależnością (xxx) wyznacza się wielomian generujący kodu (63,50) o Δ=6, otrzymując 

g’(x) =g(x)(x+1) = x12 + x10 + x8 + x5 + x4 + x3 +1

(
3.6.2. Zasada korekcji


Korekcję błędów przy stosowaniu kodów BCH (dla dowolnej krotności błędów korygowanych) dogodnie jest realizować w oparciu o następującą zasadę. Wstępnie wyznacz się resztę z dzielenia ciągu odebranego 
[image: image124.wmf]y

 przez ciąg 
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 opisany wielomianem generującym g(x)
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Z kolei oblicza się wagę 
[image: image127.wmf])
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uzyskanego ciągu 
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. Jeżeli waga t jest nie większa od krotności błędów korygowanych 
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, ciąg skorygowany 
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s

 wyznacza się sumując ciąg odebrany 
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 z ciągiem reszty 
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 EMBED Equation.3  
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Jeżeli wyznaczona waga , przesuwa się ciąg odebrany o jedną pozycję w lewo i otrzymywany ciąg ponownie dzieli się przez ciąg 
[image: image134.wmf]g

. Jeżeli waga uzyskiwanego ciągu reszty 
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 spełnia nierówność 
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, to cyklicznie przesunięty ciąg odebrany 
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 sumuje się z ciągiem reszty 
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Uzyskany ciąg przesuwa się z kolei o jedną pozycję w prawo, otrzymując ciąg skorygowany 
[image: image140.wmf]'

s

. Jeżeli po cyklicznym przesunięciu ponownie 
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1

, dokonuje się dodatkowych cyklicznych przesunięć. Po każdym z tych przesunięć wyznacza się ciągi reszty 
[image: image142.wmf]j
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. Po uzyskaniu 
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(

wykonuje się omówione powyżej sumowanie, po czym przesuwa się otrzymany ciąg w prawo o liczbę pozycji, o którą ciąg odebrany został przesunięty w lewo.


Przykład 3.25


Rozpatruje się proces korekcji dla kodu (15,5) o wielomianie generującym 

g(x) = x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x + 1

wyznaczonym w przykładzie 3.23 pkt2. Kod ten umożliwia korygowanie błędów o maksymalnej krotności t=3. 


Ciąg kodowy odpowiadający ciągowi informacyjnemu opisanemu wielomianem x3, wyznaczony zgodnie z zależnością (xxx), ma postać

010001111010110

Zakłada się, że w czasie transmisji wystąpiły trzy przekłamania na pozycjach 8,11,14. Ciąg odebrany ma więc postać (sygnały przekłamane oznaczono podkreśleniem)

000011101010110

Po podzieleniu ciągu odebranego przez ciąg opisywany wielomianem generującym, otrzymuje się ciąg reszty
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Waga tego ciągu jest równa 4, czyli przekracza maksymalną krotność błędów korygowanych (równą 3). Poniżej podano kolejne przesunięcia cykliczne ciągu odebranego oraz reszty uzyskiwane w wyniku dzielenia ciągów przesuniętych przez ciąg opisany wielomianem generującym. Dzielenie prowadzi się aż do otrzymania ciągu reszty o wadze nie większej od 3.

Lp.
Ciąg przesunięty
Reszta
Waga

-

1

2

3

4

5

6

7

8
000011101010110

000111010101100

001110101011000

011101010110000

111010101100000

110101011000001

101010110000011

010101100000111

101011000001110
1001100001

0111110101

1111101010

1011100011

0011110001

1111100010

1111000100

1010000000

0001001001
4

7

7

6

5

6

5

8

3

Otrzymano zatem po 8 cyklicznych przesunięciach ciągu odebranego wagę ciągu reszty równą 3. Dodając ciąg przesunięty do ciągu reszty otrzymuje się


101011000001110


       0001001001


101011001000111

Zwraca się uwagę na korygowanie właściwych sygnałów (elementy podkreślone). Przesuwając uzyskany ciąg cyklicznie o 8 pozycji w prawo otrzymuje się ciąg skorygowany

010001111010110

który pokrywa się z ciągiem kodowym.

(

Należy podkreślić, że omówiona powyżej cykliczna metoda korekcji jest skuteczna, jeżeli maksymalna odległość pomiędzy przekłamanymi ciągu odebranego (przy dowolnym cyklicznym przesunięciu tego ciągu) jest nie większa od stopnia wielomianu generującego. Ma to miejsce wtedy, jeżeli długość ciągu kodowego jest nie większa od podwojonej liczby sygnałów nadmiarowych. W przypadku niespełnienia tego warunku należy stosować inne procedury korekcji, np. dekodowanie „większościowe”.

3.6.3. Korygowanie błędów  i realizacja układowa korekcji


Przy realizacji układowej opisanego sposobu korekcji korzysta się z następującej zależności
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Prawdziwość powyższej zależności wykazuje się udowadniając najpierw, że
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Dowód przebiega w sposób analogiczny jak dla zależności (xxx). Wykorzystując zależność (xxx) w (xxx) otrzymuje się
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Z kolei prawdziwość powyższej zależności wykazuje się analogicznie jak dla (xxx).

Przechodząc do wyjaśnienia treści zależności (xxx) zwraca się uwagę, że wielomian 
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 opisuje cyklicznie przesunięty o j pozycji w lewo ciąg opisany wielomianem y(x). Wielomian 
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 opisuje zatem ciąg reszty uzyskiwany z dzielenia ciągu cyklicznie przesuniętego przez ciąg 
[image: image150.wmf]g

 opisany wielomianem generującym. Wielomian stanowiący prawą stronę zależności (xxxx) opisuje ciąg będący resztą z dzielenia przez ciąg 
[image: image151.wmf]g

 o j pozycji reszty z dzielenia ciągu 
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 przez ciąg 
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. Innymi słowy, wielomian ten opisuje ciąg będący przesunięciem ciągu odwzorowanego wielomianem 
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 modulo wielomian g(x). Zgodnie z zależnością (xxx) resztę z dzielenia ciągu będącego cyklicznym przesunięciem ciągu danego można wyznaczyć bezpośrednio na podstawie przesunięcia modulo g(x) reszty z dzielenia ciągu danego. 


Przykład 3.26


Dla kodu rozpatrzonego w przykładzie 3.25 wyznacza się resztę z dzielenia przez ciąg opisany wielomianem generującym ciągu

101011000001110

będącego cyklicznym przesunięciem o 8 pozycji ciągu odebranego 

000011101010110

Ciąg reszty dla ciągu odebranego ma postać

1001100001

Zatem wielomian opisujący go jest następujący

R(x) = x19 + x6 + x5 + 1

Zgodnie z zależnością (xxx) wielomian reszty dla ciągu przesuniętego jest równy
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Zatem ciąg opisany wielomianem reszty ma postać

0001001001

czyli pokrywa się z ciągiem wyznaczonym bezpośrednio na podstawie ciągu przesuniętego (por. ostatni wiersz w tablicy w przykładzie 3.25).

(

W oparciu o powyższe rozważania wyznacza się schemat blokowy układu dekodującego kodu korekcyjnego. Schemat ten przedstawiono na rysunku 20. 


Podstawową część układu stanowi k-pozycyjny rejestr dzielący ciąg odebrany przez ciąg opisany wielomianem generującym. Zasada pracy powyższego układu jest następująca. Początkowo klucze K1 i K2 znajdują się w położeniu (1). Sygnały ciągu odebranego, począwszy od sygnału najbardziej znaczącego, podawane są na wejście rejestru dzielącego oraz dodatkowo na wejście n-pozycyjnego rejestru buforowego. Po n taktach w rejestrze dzielącym zapisane są sygnały ciągu reszty, natomiast w rejestrze buforowym sygnały ciągu odebranego. Po zakończeniu tego etapu rozpoczyna się drugi etap dekodowania, składający się również z n taktów. W każdym takcie następuje cykliczne przesunięcie ciągu odebranego w rejestrze buforowym oraz wyznaczenie ciągu reszty dla cyklicznie przesuniętego ciągu odebranego.


Realizacja wyznaczania tego ciągu reszty wynika bezpośrednio z zależności (xxx) oraz z rozważań przeprowadzonych w punkcie 3.4.2 odnośnie układu, którego schemat blokowy na rysunku (xxx). Przed kolejnym taktem sprawdza się wagę ciągu reszty (układ sprawdzający wartość wagi nie został pokazany na schemacie). Otrzymanie wagi nie większej od krotności błędów korygowanych, charakteryzującej realizowany kod, powoduje przełączenie klucza K1 w położenie (2). W następnych taktach sygnały ciągu reszty dodają się do sygnałów ciągu odebranego, powodując ich korekcję. Po wykonaniu n taktów w rejestrze buforowym zapamiętane są sygnały ciągu odebranego. Wstępnie klucz K2 przełączany jest w położenie (2) i sygnały ciągu odebranego wyprowadza się na wyjście układu. Podczas wyprowadzania może być dokonywana także dodatkowa korekcja, równocześnie do układu może być wprowadzany kolejny ciąg odebrany.


Przykład 3.27


Wyznaczony zgodnie z rysunkiem 20 schemat blokowy układu dekodującego dla kodu (15,5) o wielomianie generującym 

g(x) = x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x + 1

przedstawiono na rysunku 21.


W tabeli przedstawiono opis działania tego układu po wprowadzeniu na jego wejście ciągu odebranego

000011101010110

przekłamanego na pozycjach 8, 11, 14. Opis rozpoczęto od momentu zapełnienia rejestru buforowego. 


Z przedstawionej tablicy wynika, że w czasie taktów 1-15 nastąpiło wprowadzenie ciągu odebranego do rejestru buforowego oraz wyznaczenie reszty z dzielenia ciągu odebranego przez ciąg opisany wielomianem generującym. W czasie taktów 16-30 ciąg odebrany był cyklicznie przesuwany w rejestrze buforowym, jednocześnie realizowane było wyznaczanie reszty z dzielenia ciągu przesuniętego przez ciąg opisany wielomianem generującym. W takcie 23 uzyskana reszta ma wagę 3. W tym momencie następuje przełączenie klucza K1 w położenie (2). Sygnały ciągu reszty dodają się do sygnałów ciągu odebranego, powodując ich korekcję. Korekcja następuje w taktach 27, 30 i 33. Oznacza to, że skorygowanie sygnału na pozycji 8 nastąpiło w czasie wyprowadzania ciągu na wyjście układu.
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3.7. Kody pseudocykliczne

3.7.1. konstrukcje i opis kodów pseudocyklicznych


Omówione w poprzednich punktach kody cykliczne można skonstruować dla niektórych długości ciągów kodowych. Spowodowane jest to wymaganiem, aby wielomian generujący g(x) był dzielnikiem wielomianu xn+1. Konstrukcja kodu o pewnej długości ciągów informacyjnych m’, dla której nie istnieje kod cykliczny, oparta jest no wielomian generujący istniejącego kodu cyklicznego o długości ciągu informacyjnego m. Najbliższej od góry wymaganej długości ciągu. W tym przypadku długość ciągów kodowych wyznaczonego kodu wynosi 

n’ = n-(m-m’)

gdzie n oznacza długość ciągów kodowych kodu o wykorzystywanym wielomianie generującym.


Opisywane kody nazywane są pseudocyklicznymi. Nazwa pochodzi stąd, że w rozważanym przypadku nie każde cykliczne przesunięcie ciągu kodowego powoduje otrzymanie innego ciągu kodowego.


Zasady kodowania dla kodów cyklicznych, określone zależnościami (xxx) oraz (xxx), obowiązują bezpośrednio dla kodów pseudocyklicznych. Kody pseudocykliczne są także kodami liniowymi, można je opisać za pomocą macierzy generującej i kontrolnej. 


Przykład 3.28


W oparciu o wielomian generujący 

g(x) = x3 + x + 1

kodu cyklicznego (7,4) o minimalnej odległości Δ=3 można skonstruować kody pseudocykliczne (6,3), (5,2), (4,1) także o Δ=3. Ograniczając się do kodu (6,3) wyznacza się ciągi kodowe zgodnie z zależnością (xxx). Ciągi kodowe odpowiadające ciągom informacyjnym opisanym wielomianami 1, x, x2 mają postać 

001011

010110

100111

Zatem macierz generująca jest następująca
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Uwzględniając powyższe, macierz kontrolną otrzymuje się bezpośrednio w postaci 
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Na podstawie macierzy kontrolnej otrzymuje się bezpośrednio równania opisujące równoważny kod liniowy 

s2 + s4 + s5 = 0

s1 + s3 + s4 + s5 = 0

s0 + s3 + s5 = 0

(

Inną możliwością otrzymania kodu o zadanej długości ciągów kodowych jest wyznaczenie tzw. skróconego kodu cyklicznego. Kod ten otrzymuje się określając macierz generującą i kontrolną. Macierze te wyznacza się na podstawie macierzy generującej i kontrolnej, opisującej analogiczny kod cykliczny, jaki wykorzystywany jest do wyznaczenia kodu pseudocyklicznego. 


Macierz generującą skróconego kodu cyklicznego (n-j, m-j) o sygnałach informacyjnych znajdujących się na bardziej znaczących pozycjach, otrzymuje się na podstawie macierzy generującej kodu cyklicznego (n,m) przez skreślenie j „lewych” kolumn. 


Przykład 3.29


Wyznacza się skrócony kod cykliczny (6,3) na podstawie kodu cyklicznego (7,4) określonego w przykładzie 3.7. Macierz generująca i kontrolna kodu (7,4) ma postać 
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Wyznaczając macierze kodu skróconego zgodnie z powyższymi zasadami otrzymuje się 
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Zwraca się uwagę na otrzymanie w przykładzie 3.28 analogicznych macierzy dla kodu pseudocyklicznego.
(
Między kodami pseudocyklicznymi i skróconymi kodami cyklicznymi zachodzi następujący związek:

· każdy kod pseudocykliczny o minimalnej odległości większej od dwóch jest kodem cyklicznym albo skróconym kodem cyklicznym;

· każdy skrócony kod cykliczny jest kodem pseudocyklicznym.

Z powyższego wynika możliwość nierozróżniania pojęć: kod pseudocykliczny i skrócony kod cykliczny. 


Przykład 3.30


Konstruuje się kod cykliczny o Δ=4 dla m = 2 sygnałów informacyjnych. Kod ten można wyznaczyć na podstawie kodu (7,4) o Δ=3 przez dołączenie jednego sygnału nadmiarowego i zmniejszenie o jeden liczby sygnałów informacyjnych; postępując w taki sposób otrzyma się kod (7,3). Zbiór ciągów kodowych kodu (7,3) o Δ=4 jest podzbiorem (o liczności dwa razy mniejszej) zbioru ciągów kodowych kodu (7,4) o Δ=3. 


Inną metodą postępowania jest konstrukcja kodu pseudocyklicznego (8,4) o Δ=4, przez dołączenie do ciągów kodowych kodu (7,4) o Δ=3 jednego sygnału nadmiarowego. Na podstawie powyższego kodu wyznacza się skrócony kod cykliczny będący wyznaczanym kodem cyklicznym. 


Przyjmując wielomian generujący

g(x) = x3 + x + 1

otrzymuje się macierz generującą kodu pseudocyklicznego (8,4) o Δ=4 w postaci 
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Z powyższej macierzy otrzymuje się bezpośrednio macierz skróconego kodu cyklicznego o Δ=4. 
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Obie omówione powyżej metody różnią się tylko pod względem pojęciowym i prowadzą do uzyskania identycznych kodów, tzn. o takim samym zbiorze ciągów kodowych.

3.7.2. Realizacja układowa kodowania i dekodowania


Układy kodujące i dekodujące dla kodów pseudocyklicznych mają analogiczną strukturę jak układy kodów cyklicznych. Różnica polega na zmniejszeniu liczby komórek, w których pamiętane są sygnały informacyjne oraz na zmniejszeniu liczby sygnałów taktujących do liczby równej długości ciągów kodowych. Dodatkowe różnice występują przy sterowaniu działaniem układów. 


Przykład 3.30


W niniejszym przykładzie rozpatruje się realizację układową kodowania i dekodowania dla kodu pseudocyklicznego (6,3) o Δ=3 o wielomianie generującym

g(x) = x3 + x + 1

Schemat blokowy układu kodującego pozwalającego na wydzielenie pozycji informacyjnych w ciągu kodowym przedstawiono na rysunku 22.


Zwraca się uwagę, że układ kodujący dla kodu cyklicznego (7,4) o takim samym wielomianie generującym jest analogiczny (rys.17). Różnica polega na tym, że klucze K1 i K2 przełączane są po liczbie taktów o jeden mniejszej niż w przypadku kodu cyklicznego. Spowodowane jest to tym, że ciągi kodowe kodu pseudocyklicznego (6,3) zawierają jeden sygnał mniej niż ciągi kodowe kodu cyklicznego (7,4). 


W poniższej tablicy przedstawion  działania tego układu po wprowadzeniu na jego wejście ciągu 001.

Takt
Wejścia układu
Wyjścia komórek
Wyjście układu



D1
D2
D3


-

1

2

3

4

5

6
0

0

1

-

-

-

-
-

0

0

1

-

-

-
-

0

0

1

1

-

-
-

-

0

0

1

1

-
-

0

0

1

0

1

1


W czasie kodowania nastąpiło więc przyporządkowanie ciągowi informacyjnemu 001 ciągu kodowego 001011 (por. pierwszy wiersz macierzy G6,3 wyznaczonej w przykładzie 3.28).

(

Schemat blokowy układu dekodującego kodu korekcyjnego, typu przedstawionego na rysunku (xxx), zilustrowano na rysunku (xxx). Układ tego typu dla kodu cyklicznego (rysunek xxx) zawierał rejestr buforowy dłuższy o jedną komórkę. Selektor w rozpatrywanym przypadku  identyfikuje ciąg reszty 111 odpowiadający przekłamaniu na szóstej pozycji (por. przykład 3.18).

Takt
Wejście układu
Wejścia komórek rejestrów
Wyjście selektora
Wyjście układu
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W zamieszczonej tablicy przedstawiono opis działania tego układu przy wprowadzeniu na jego wejście ciągu 

001101

będącego przekłamanym na piątej pozycji ciągiem kodowym 011101. 

Na wyjściu układu otrzymano ciąg skorygowany 011101 pokrywający się z ciągiem kodowym.


Schemat blokowy układu dekodującego, typu przedstawionego na rysunku (xxx), zilustrowano na rysunku xxx.


W porównaniu z układem dla kodu cyklicznego rejestr buforowy składa się z o jeden mniejszej liczby komórek. W trakcie dekodowania, po wyznaczeniu ciągu reszty, jeżeli jego waga jest większa od jednego, następuje jedno przesunięcie ciągu reszty mod g(x) bez przesunięcia ciągu odebranego w rejestrze reszty.


W poniższej tablicy podano opis działania tego układu po wprowadzeniu na jego wejście ciągu

001101

będącego przekłamanym na piątej pozycji ciągiem kodowym

011101

Takt
Wejście układu
Wyjścia komórek
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W komórkach rejestru buforowego otrzymano zatem prawidłowo skorygowany ciąg odebrany.
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