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KODOWANIE NADMIAROWE INFORMACJI

1. Pojęcia podstawowe kodowania nadmiarowego

1.1. Wiadomości wstępne

W rozdziale tym przedstawione zostaną podstawy teorii kodów zabezpieczających (protekcyjnych), umożliwiających wykrywanie lub korygowanie przekłamań powstających w czasie transmisji informacji. Rozważania ograniczono do równomiernych binarnych kodów blokowych. Kodem blokowym nazywany jest kod, przy stosowaniu którego poszczególnym informacjom (znakom alfanumerycznym lub ciągom tych znaków) przyporządkowane są określone ciągi kodowe. Kodem równomiernym nazywany jest z kolei kod, którego wszystkie ciągi kodowe są jednakowej długości. Z powodu oddziaływania losowych zakłóceń, niektóre sygnały przekazywanych ciągów mogą ulec zniekształceniu. W następstwie powyższego ciągi odbierane w ogólnym przypadku mogą różnić się od ciągów nadawanych.


Sprawdzanie czy ciąg nadany został zakłócony oparte jest na następującej zasadzie – jeżeli ciąg odebrany nie należy do zbioru ciągów nadawanych, to przyjmuje się, że w czasie transmisji wystąpiły zniekształcenia, czyli ciąg odebrany różni się od nadanego. Taki sposób postępowania można stosować tylko w przypadku wykorzystywania w transmisji podzbioru zbioru ciągów binarnych o ustalonej długości. Ciągi wykorzystywane do transmisji informacji nazywane są ciągami kodowymi. Procedura powyższa jest nieskuteczna, jeśli z powodu oddziaływania zakłóceń nastąpi przekłamanie ciągu kodowego w inny ciąg kodowy.


Możliwość detekcji lub korekcji powstających w czasie transmisji przekłamań, uzyskiwaną dzięki wykorzystywaniu do transmisji informacji tylko podzbioru ciągów określonej długości, otrzymuje się przy tzw. kodowaniu nadmiarowym informacji. W tym przypadku ciągi kodowe (nadawane) mają większą długość niż ciągi, które umożliwiają jednoznaczne zakodowanie informacji. Taki kod blokowy nazywany jest kodem nadmiarowym. Ciągi służące do jednoznacznego kodowania informacji nazywane są ciągami informacyjnymi. 


Jedną z charakterystyk blokowego kodu nadmiarowego jest tzw. współczynnik nadmiaru definiowany następująco
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gdzie:
M1 – maksymalna liczba ciągów o długości n (M1=2n); 


M2 – liczba ciągów kodowych (ciągów wykorzystywanych do transmisji informacji) 


M – liczba ciągów niewykorzystywanych (M3=M1-M2).

Dla kodów nadmiarowych R>1.


Blokowy kod nadmiarowy może być kodem niesystematycznym lub systematycznym. Kod niesystematyczny określa się za pomocą tzw. tablicy kodowej, w której zadane jest przyporządkowanie ciągów kodowych poszczególnym informacjom. Kod systematyczny opisuje ogólna zasada kodowania, określająca sposób wyznaczania ciągów kodowych na podstawie ciągów informacyjnych. 


Kod systematyczny może być kodem rozdzielnym lub nierozdzielnym. W ciągach kodowych kodu rozdzielnego oprócz sygnałów informacyjnych (elementów ciągu informacyjnego) występują tzw. sygnały kontrolne (nadmiarowe). Wartości sygnałów kontrolnych oblicza się na podstawie wartości sygnałów informacyjnych. Długość ciągu kodowego n jest równa wówczas długości ciągu informacyjnego m zwiększonej o liczbę sygnałów nadmiarowych k 

(1.2) n = m + k

Kod, którego ciągi kodowe mają długość n i zawierają m sygnałów informacyjnych, oznacza się za pomocą pary (n,m). 


Omówiona powyżej zasada kodowania nadmiarowego dla kodów systematycznych jest dwuetapowa. W etapie pierwszym następuje kodowanie nienadmiarowe informacji zwykle za pomocą kodu równomiernego. W szczególnym przypadku może być stosowany zwarty kod jednoznacznie dekodowalny lub zwarty kod chwilowy. Ciągi kodowe kodów zwartych z reguły mają różne długości. Przed przystąpieniem do drugiego etapu kodowania, sygnały ciągów kodu nienadmiarowego dzieli się na podciągi o takiej samej długości, które stanowią wspomniane powyżej ciągi informacyjne. Zatem w ogólnym przypadku dany ciąg informacyjny może odwzorowywać niecałkowitą liczbę informacji. W etapie drugim tak wyznaczone ciągi informacyjne uzupełnia się odpowiednimi sygnałami nadmiarowymi. 


Dalsze rozważania ograniczono do rozdzielnych kodów systematycznych, rozważając szczegółowo drugi etap kodowania realizowany na podstawie ciągów informacyjnych o stałej długości. 


Na podstawie ciągów odbieranych po stronie odbiorczej realizowana jest jedna z następujących procedur: detekcyjna, korekcyjna lub detekcyjno - korekcyjna. Procedura detekcyjna pozwala tylko podjąć decyzję, czy nadany ciąg kodowy uległ zniekształceniu, czy też nie. Procedura korekcyjna pozwala wykryć fakt wystąpienia przekłamania, zlokalizować przekłamane pozycje ciągu oraz przeprowadzić korekcję sygnałów na tych pozycjach. Pozwala ona zatem odtworzyć ciąg nadany na podstawie ciągu odebranego. Procedura detekcyjno – korekcyjna w zależności od wykrywanej liczby przekłamanych sygnałów ciągu odebranego umożliwia detekcję przekłamań lub korekcję przekłamanych sygnałów. Nazwę realizowanej procedury wykorzystuje się także do określenia kodu. 


Rodzaj realizowanej procedury wpływa na konstrukcję układu dekodującego (dekodera) a jej możliwości (skuteczność dla określonych rodzajów błędów) zależą od współczynnika nadmiaru kodu. 

1.2. Sumowanie ciągów binarnych

W analizie kodów wykorzystuje się operację sumowania ciągów binarnych. Ciąg binarny 
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 nazywany jest sumą ciągów 
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Należy zwrócić uwagę, że jeżeli
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]
to słuszne są zależności
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(1.4c) 
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gdzie: 
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Przykład 1.1
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Zatem 

[image: image16.wmf](

)

11110

=

+

=

j

i

k

s

s

s



[image: image17.wmf](

)

j

k

i

s

s

s

=

=

+

01011




[image: image18.wmf](

)

i

k

j

s

s

s

=

=

+

10101



[image: image19.wmf](

)

00000

=

+

+

k

j

i

s

s

s


(
1.3. Charakterystyki kodów


Ważnym pojęciem w teorii kodów jest waga Hamminga 
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ciągu binarnego 
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. Wagą Hamminga ciągu binarnego nazwano liczbę jedynek w tym ciągu, Zatem wagę ciągu można policzyć w sposób następujący
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Podstawowym wskaźnikiem jest odległość Hamminga 
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 dwóch ciągów 
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. Definiowana jest ona jako liczba pozycji, na których różnią się sygnały rozpatrywanych ciągów. Uwzględniając powyższą definicję oraz określenie sumowania ciągów binarnych otrzymuje się, że odległość Hamminga dwóch ciągów równa jest wadze ciągu będącego sumą tych ciągów
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Odległość Hamminga cechują następujące własności
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(1.7b)
D2.
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(1.7c)
D3.
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(1.7d)
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Przykład 1.2


a) Niech 
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Zatem
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b) Niech        
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Zatem   
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Wprowadzona powyżej odległość Hamminga pozwala wyznaczyć wartość tzw. minimalnej odległości kodu. Dla kodu 
[image: image43.wmf]S

zdefiniowanego jako zbiór ciągów kodowych minimalną odległość definiuje się następująco

(1.8)
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Przykład 1.3

Dane są ciągi kodowe
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Zatem ich odległości wynoszą
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W tym przypadku minimalna odległość wynosi 
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Minimalna odległość kodu określa bezpośrednio jego możliwości protekcyjne.
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Proces transmisyjny możemy przedstawić w sposób uproszczony jak na poniższym rysunku.

Błędy zaistniałe w czasie transmisji opisuje się ciągiem binarnym 
[image: image52.wmf]e

 zawierającym jedynki na tych pozycjach, na których sygnały ciągu nadawanego 
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 uległy przekłamaniu. Ciąg 
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 nazywamy ciągiem błędu. Ciąg odebrany 
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 określa suma ciągu kodowego 
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(1.9) 
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Należy podkreślić, że zgodnie z definicją odległość pomiędzy ciągiem nadawanym 
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 i ciągiem odebranym 
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 jest równa wadze ciągu błędu 
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(1.10)
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Wagę ciągu błędu nazywa się także krotnością błędu.

1.4. Zdolności detekcyjne i korekcyjne kodów


Rozważania niniejszego punktu ograniczono do rozpatrzenia zdolności detekcyjnych, korekcyjnych i detekcyjno - korekcyjnych kodów zależnych od ich minimalnej odległości.


Zdolności detekcyjne kodu określa maksymalna krotność błędów wykrywanych. Zdolności korekcyjne kodu określa maksymalna krotność błędów korygowanych. Zdolności detekcyjno – korekcyjne kodu określa maksymalna krotność błędów wykrywanych i maksymalna krotność błędów korygowanych.

1.4.1. Zdolności detekcyjne


Przy wymaganiu wykrywania wszystkich błędów o krotności do r włącznie, maksymalna waga uwzględnianych ciągów błędów wynosi


(1.11)
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Maksymalna odległość pomiędzy ciągiem nadanym 
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 i ciągiem odebranym 
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 jest wówczas równa


(1.12)
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Zatem, aby w czasie transmisji nie następowało przekłamanie jednego ciągu kodowego w inny ciąg kodowy (co jest warunkiem skuteczności detekcji), odległość pomiędzy nadawanymi ciągami kodowymi musi być większa od maksymalnej wagi ciągów błędów 
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Oznacza to, że wykrywanie wszystkich błędów o krotności do r włącznie umożliwia kod o minimalnej odległości 


(1.14)
( = r + 1


Proces detekcji można rozpatrzyć także w sposób następujący. Ciągi odebrane 
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 przy ustalonym ciągu nadanym 
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 należą do następującego zbioru


(1.15)
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Detekcja będzie odbywać się w sposób prawidłowy, jeżeli przy nadanym ciągu 
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 wszystkie ciągi odebrane będą należeć do zbioru
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(1.16)
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Powyższe ma miejsce wtedy, jeżeli spełniona jest zależność 1.14. Przedstawione rozważania przedstawiono na rysunku 1.

[image: image103.wmf]y

1.4.2. Zdolności korekcyjne


Stawia się wymaganie, aby możliwe było korygowanie wszystkich błędów o krotności do t włącznie. Korekcja jest możliwa po wyznaczeniu dla każdego ciągu kodowego 
[image: image75.wmf]s

 podzbioru 
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 takich ciągów odbieranych 
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, których odległość od ciągu kodowego nie jest większa od t


(1.17)
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W przypadku odebrania ciągu 
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 przyjmuje się, że ciągiem nadanym jest 
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, dokonując ewentualnie korekcji ciągu odebranego.


Należy podkreślić, że korekcja przebiegać będzie prawidłowo wtedy, jeśli podzbiory (1.17) będą rozłączne
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]
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Powyższy warunek jest spełniony, jeżeli
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 EMBED Equation.3  [image: image86.wmf]t

s

s

d

j

s

i

s

S

j

s

i

s

j

i

2

)

(

,

,

>

¹

Î

Ù


Z zależności (1.19) wynika, że dla stworzenia możliwości poprawnego korygowania wszystkich błędów o krotności do t włącznie wystarczy aby
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(1.20)
( = 2t + 1

Powyższe rozważania zilustrowano na rysunku 2.
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1.4.3. Zdolności detekcyjno-korekcyjne


Stawia się wymaganie, aby możliwe było wykrywanie wszystkich błędów o krotności do r włącznie oraz aby spośród tych błędów korygowane były wszystkie o krotności do t włącznie (przy czym oczywiście 
[image: image88.wmf]r

t

£

). Oznacza to, że korygowane są tylko błędy o krotności do t włącznie, natomiast tylko wykrywane są błędy o krotności od t+1 do r włącznie.


Odległość pomiędzy ciągami kodowymi musi w tym przypadku zapewniać rozłączność podzbiorów (1.17) oraz dodatkowo uniemożliwiać znalezienie się ciągu odebranego w dowolnym innym podzbiorze (1.17), który jest określony przez ciąg nadawany. 


Wymaganie to będzie spełnione, jeżeli podzbiory (1.15) i (1.17) dla różnych ciągów kodowych będą rozłączne


(1.21)
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Powyższy warunek zachodzi wtedy, gdy


(1.22)
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Z zależności (1.22) wynika, że dla stworzenia możliwości wykrywania wszystkich błędów do krotności do r włącznie i korygowanie spośród nich wszystkich błędów o krotności do t włącznie wystarczy, aby  


(1.23)
( = r + t + 1

Rozpatrywany przypadek zilustrowano na rysunku 3.
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Należy podkreślić, że wzór (1.23) ujmuje przypadek najbardziej ogólny, ponieważ zależności (1.14) i (1.20) wynikają z tego wzoru przy podstawieniu dla kodu tylko detekcyjnego r=0, natomiast dla kodu tylko korekcyjnego r=t.


Zwraca się uwagę na właściwą interpretację omówionych zdolności kodów. Przykładowo, zgodnie z zależnościami (1.14) i (1.23), kod o (=4 pozwala wykrywać błędy pojedyncze, podwójne lub potrójne lub wykrywać błędy podwójne i spośród nich korygować błędy pojedyncze. Efekt nie zależy od samego kodu, zależy natomiast od zastosowanej w dekodowaniu procedury (detekcyjnej lub detekcyjno-korekcyjnej).

1.5. Związek pomiędzy liczbą sygnałów informacyjnych a długością ciągu kodowego kodu o nieparzystej minimalnej odległości


Zależność wyznacza się zakładając, że kod wykorzystywany jest jako korekcyjny. W tym przypadku minimalna odległość kodu ( jest liczbą nieparzystą i wynosi zgodnie z rozważaniami przeprowadzonymi w punkcie 1.4.2


(1.24)
( = 2t + 1


Wstępnie wyznacza się liczbę N(n,2t+1) ciągów o długości n, pomiędzy którymi minimalna odległość wynosi 2t+1. Odległość między tymi ciągami jest nie mniejsza od (, jeżeli podzbiory wyznaczone dla każdego z rozpatrywanych ciągów będą rozłączne. Ze względu na wykorzystywaną dalej interpretację geometryczną, zwraca się uwagę, że podzbiory te mogą być traktowane jako n-wymiarowe kule 
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 o promieniu równym t i o środkach pokrywających się z rozważanymi ciągami 
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(1.25)
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Każda z kul zawiera jeden ciąg 
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 będący środkiem kuli, 
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 ciągów położonych w odległości jeden od środka ...itd. oraz 
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 ciągów położonych w odległości t. Liczba ciągów zawartych w poszczególnych kulach jest więc równa 


(1.26)
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Powyższa wielkość jest nazywana objętością kuli 
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(1.27)
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Liczba wszystkich ciągów o długości n jest równa 2n. Zatem liczba możliwych kul, równa liczbie ciągów odległych od siebie co najmniej o ( określona jest nierównością


(1.28)
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Powyższa nierówność przekształca się w równość tylko w szczególnym przypadku, mianowicie wtedy, gdy wszystkie spośród 2n ciągów binarnych są elementami rozpatrywanych kul. W ogólnym przypadku po rozdzieleniu 2n ciągów binarnych na N(n,2t+1) kul pozostaje jeszcze pewna liczba ciągów mniejsza od objętości kuli. Sytuacja taka odpowiada zachodzeniu ostrej nierówności w powyższej zależności,


Jeżeli w ciągach kodowych występuje m sygnałów informacyjnych, to liczba tych ciągów wynosi 2m. Oczywistym jest, że liczba wykorzystywanych ciągów kodowych 2m i liczba potencjalnie możliwych ciągów kodowych N(n,2t+1) związane są z następującą nierównością 


(1.29)
2m ( N(n,2t+1)


Wykorzystując powyższe nierówności otrzymuje się poszukiwany związek pomiędzy długością n ciągów kodowych kodu o (=2t+1 oraz liczbą m występujących w ciągach kodowych sygnałów informacyjnych


(1.30)
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