WSTEP DO KRYPTOGRAFII

CWICZENIA 111
(podstawy rachunku prawdopodobienstwa)



Zagadnienia:

e prawdopodobienstwo warunkowe,

e zdarzenia niezalezne,

e prawdopodobienstwo zupetne, wzor Bayesa,

e rozkfad Bernoulliego, schemat Bernoulliego,

e rozktad Poissona.



Przypomnienie: prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A pod
warunkiem zdarzenia B, oznaczone symbolem P (A|B), jest to praw-
dopodobienstwo zdarzenia A obliczane przy zatozeniu, ze zdarzenie
B nastgpito z niezerowym prawdopodobienstwem (tj. P(B) > 0) i
WYNOSi ono

P (AN B)

PAIB) = —5



Zadanie 1:

W pewnym przedsiebiorstwie 96% wyprodukowanych wyrobow jest
dobrych. Wsrod 100 dobrych wyrobow 75 sztuk jest pierwszego ga-
tunku. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany wyrob jest
pierwszego gatunku?



Rozwigzanie: oznaczmy przez A zdarzenie wylosowania dobrego wy-
robu a przez B zdarzenie wybrania wyrobu pierwszego gatunku. Z
tresci zadania wynika, ze

P(A) = 0,96
oraz

P(B|A) = 0,75.

Zdarzenie wylosowania wyrobu pierwszego gatunku to koniunkcja zda-
rzen:

e Wylosowania wyrobu dobrego,

e Wwylosowania wyrobu pierwszego gatunku pod warunkiem, ze wy-
rob ten jest dobry.



Zatem:

P(AAB|A)

P(ANBJ|A)
= P(A)-P(B|A)
0,72.



Zadanie 2:

Na loterii jest 100 losdw, z ktorych 5 wygrywa. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze wsrod trzech kupionych losow przynajmniej jeden
wygrywa?



Rozwigzanie: oznaczmy przez A; zdarzenie, ze i-ty los wygrywa (dla
i € {1,2,3}), a przez B zdarzenie polegajace na tym, ze zaden z trzech
kupionych losow nie wygrywa. Zatem

B

Zl /\ZQ/\ZQ,
Zl ﬂZ2ﬂZ3
Z3OZ2mZ1,

stad

P(B) =

93 94 95

98 99 100
~ 0,8b5.




Prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jeden z trzech kupionych loséw
wygrywa wynosi w ~ 1 —P(B) =0, 15.



Przypomnienie: zdarzenie A jest niezalezne od wystepujacego z nie-
zerowym prawdopodobienstwem zdarzenia B (tj. P (B) > 0) wttw.
gdy zachodzi rownoscC

P(A|B) = P(A).
Whioski:

e P(A|B) =P (A)=P(ANB) =P (A4) P(B),

e P(AIB)=P(A)=PAUB)=P(A)+P(B)—P(A) -P(B).



Zadanie 3:
Prawdopodobienstwo przepalenia zarowki wynosi 0,07. Zaktadamy, ze
zaroOwki przepalajg sie w sposob niezalezny. ODblicz prawdopodobien-

stwo zdarzenia S polegajgacego na zasSwieceniu Sie co najmniej jednej
zarowki, jezeli:

e potaczymy trzy zarowki szeregowo,

e potagczymy trzy zarowki rownolegle.



Rozwigzanie: oznaczmy przez.

e A - zdarzenie przepalenia sie pierwszej zarowki,

e B - zdarzenie przepalenia sie drugiej zarowki,

e (' - zdarzenie przepalenia sie trzeciej zarowki.

Wtedy przy potaczeniu szeregowym, CO najmniej jedna zardwka za-
swieci sie, jezeli tylko wszystkie zarowki zasSwiecag sie. Zdarzenia
A, B,C s3 niezalezne, zatem:

P (Ss) P(ANBNC)
= P(An(BNC))
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= P(A)-P(BnC)
i P (2)3 .N7> (B)-P(C)

W przypadku potgczenia rownolegtego zdarzenie S nastapi gdy za-
sSwieci zardwka pierwsza lub druga lub trzecia, czyli interesuje nas
prawdopodobienstwo zdarzenia AU BUC:

P(Sr) = P(AUBUC)=P(AuU(BUQ)

= P(A)+P(BUC)-P(An(BuUC))
= P(4)+P(B)+P(C)-P(BNC)-P(4)-P(BUC)
= P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC) -

P(4)-(P(B) 7’(@—(7’(300)) )



Zadanie 4:

Korzystajac z faktu, ze jezeli zdarzenia A1, Ap,..., A,41 S niezalezne
to zdarzenia A; U Ao U ... U Ap, A,41 Sa niezalezne udowodnij, ze
niezaleznosC zdarzen Aq, Ap,...,A,41 implikuje niezaleznoSC zdarzen

A, As, . Ay
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Rozwigzanie: dowdd przeprowadzamy przez indukcje wzgledem n.

e baza indukcji:

P <Zl M ZQ> P (Al U A2>
1—-—P(A1UAy)
1-P (A1) = P(A2) + P(A1) - P (A2)

P (A1) =P (A2) - (1 = P (A1)

[
hv
=
|
hS)
'
Y
E
B

e zatozenie indukcyjne: z niezaleznoSci zdarzen Aq,A>,..., A, wy-
nika niezaleznosS¢ zdarzen Aq, Ao, ..., Ap.
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krok indukcyjny:
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UdowodniliSmy zatem, ze jezeli zdarzenia Aj,Ap,...,A,41 Sa nieza-

lezne to zdarzenia A3, Ap,..., A, 1 takze s3 niezalezne.



Przypomnienie: jezeli zdarzenia A; tworzg uktad zupetny zdarzen
2 oraz Vi : P(A;) > 0 wtedy dla dowolnhego zdarzenia B zachodzi
rownosc

P(B) = S.P(A) P (BIA)).

Jezeli dodatkowo P (B) > 0 to dla dowolnego A; prawdziwa jest za-
leznoSC (tzw. wzdr Bayesa)

P(4;) P (B|4))
P (B) .

P (A;|B)
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Zadanie 5:

W magazynie fabryki znajduja sie kalkulatory pochodzgce z czterech
roznych tasm produkcyjnych, przy czym liczby kalkulatorow z kazdej
tasmy sg parami rowne. Wiadomo, ze dostawy z tasmy pierwszej
zawieraja 1,2% egzemplarzy wadliwych, z tasmy drugiej, trzeciej i
czwartej odpowiednio 0,8%, 2,6% oraz 0,4% egzemplarzy wadliwych.
Wybieramy losowo kalkulator, ktory okazuje sie byC wadliwym egzem-
plarzem. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pochodzi on z trzeciej
tasmy produkcyjnej?

14



Rozwigzanie: oznaczmy przez A; dla ¢ € {1,2,3,4} zdarzenie pole-
gajace na tym, ze wybrany w sposob losowy kalkulator pochodzi z
1-tej tasmy produkcyjnej, natomiast przez B zdarzenie wylosowania
wadliwego kalkulatora. Z treSci zadania wiem, ze:

P (A1) =P (Az) =P (Az) =P (Asz) = 0,25,

oraz
P(B|A1) = 0,012,
P(B|A>) = 0,008,
P(B|A3) = 0,026,
P(B|Az) = 0,004.
Stad

4
P(B) = ) P(ADP(B|4)
1=1



0,25 - (0,012 4+ 0,008 4 0,026 + 0,004)
0,0125.

Korzystajac z wzoru Bayesa wyznaczamy prawdopodobienstwo wy-
losowania kalkulatora pochodzacego z trzeciej tasmy (zdarzenie Asz)
pod warunkiem, ze jest on egzemplarzem wadliwym:

P (Az) - P(B|A3)

P (B)

0,25 - 0,026

= = ! —0,52.
0,0125

P(A3|B) =




Zadanie 6:

Wiadomo, ze 90% elementdow pewnej produkcji masowej spetnia z3-
dane wymagania techniczne. Przeprowadzono dodatkowag kontrole,
przy ktorej mogty byC popetnione pewne btedy, a mianowicie: ele-
ment wadliwy mogt byC uznany zostaC sklasyfikowany jako dobry z
prawdopodobienstwem 0,05, a element dobry mogt zostal sklasyfi-
kowany jako wadliwy z prawdopodobienstwem 0,02. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze losowo wybrany element po dodatkowej kontroli
jest:

e dobry, jezeli kontrola wykazata, ze jest dobry,

e wadliwy, jezeli kontrola wykazata, ze jest dobry.
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Rozwigzanie: oznaczmy przez Aq zdarzenie polegajace na tym, ze wy-
losowany element jest dobry, a przez A, zdarzenie polegajace na tym,
ze wylosowany element jest wadliwy. Z treSci zadania wiem, ze:

P(A1)=0,9 A P(A») =0,1.
Dalej B okreSla zdarzenie, ze dodatkowa kontrola uzna dany element
za dobry, zatem:
P(B|A1)=0,98 A P(B|A>)=0,05
oraz
2
P(B) = ) P(A)P(B|A;)

1=1
0,90-0,98+ 0,10-0,05

0, 887.

Na tej podstawie losowo wybrany element uznany przez dodatkowag
17



kontrole za dobry jest faktycznie elementem dobrym z prawdopodo-
bienstwem

P (A1) -P(B|A1)

P(A1|B) = P (B)
_ 090-098
- 0,887 7

Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany element uznany przez do-
datkowg kontrole za dobry jest faktycznie elementem ztym wynosi
~1—P(A1|B) =0.01.



Przypomnienie: wykonujemy dosSwiadczenie (schemat Bernoulliego),
ktorego rezultatem moze by€ zdarzenie A (sukces) z prawdopodobien-
stwem P (A) = p i zdarzenie A (porazka) z prawdopodobienstwem
P (Z) = 1—p = gq. Niech dalej X bedzie zmienng losowq okreSlajaca
liczbe sukcesdw jakie otrzymamy po zakonczeniu n dosSwiadczen w
niezmienionych warunkach, wtedy

P(X=k) = (Z)-pk-qn—k,

dla k€ {0,1,...,n}.
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Zadanie 7:

Kazde z pytan egzaminacyjnych jest napisane na oddzielnej kartce.
Student losuje jedno pytanie, po czym zwraca kartke. Egzaminator
egzaminuje czterech studentow. Kazdy ze zdajacych zna odpowiedz
na doktadnie 30% pytan egzaminacyjnych. Niech X oznacza liczbe
studentow, ktorzy umieli odpowiedzie€ na wylosowane pytanie. OkreSs|
rozktad zmiennej losowej X a takze prawdopodobienstwo tego, ze co
najmniej dwoch studentéow odpowiedziato na wylosowane pytanie.
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Rozwigzanie: z tresSci zadania wynika, ze mamy doczynienia z sche-
matem Bernoulliego, w ktorym liczba prob dosSwiadczenia to liczba
zdajacych studentéw (tj. n = 4) a prawdopodobienstwo sukcesu wy-

nosi doktadnie 0,3 (tj. p = 0,3). Zatem:

P(X =0) = <g>-o,30-
P(X=1) = (i)-o,sl
P(X=2) = <g>-o,32-
P(X =3) = <§>-0,33-
P(X=4) = <j>-0,34-

0,7% ~ 0,24,

0,73~ 0,41,

0,72 ~ 0, 26,
0,71 ~ 0,08,

0,79 ~ 0,01.

Prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej dwodch studentdw odpo-
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wiedziato na zadane im pytanie wynosi:

P (X > 2)

4
Y P(X =14)

=2

0,26 + 0,08 + 0,01
0, 35.

Q



Zadanie 8:

Energia pochodzaca z okreSlonego zrédta ma byC z przerwami uzy-
wana przez pieciu robotnikdw. Robotnicy korzystajg z energii w na-
stepujacy sposob:

e W danej chwili czasu prawdopodobienstwo zapotrzebowania na
energie jest rowne u wszystkich robotnikdow i wynosi p,

e robotnicy pracuja niezaleznie od siebie,

e kazdy z robotnikdw korzysta z energii przez 12 minut w ciggu

godziny pracy.
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Niech X oznacza liczbe robotnikdw korzystajgcych z energii w danej
chwili. OKkresl rozktad zmiennej losowej X a takze prawdopodobien-
stwo tego, ze liczba robotnikdw korzystajacych z energii w danej chwili
jest nie wieksza od 2.



Rozwigzanie: z treSci zadania wynika, ze mamy doczynienia z sche-

matem Bernoulliego, w ktorym liczba prob dosSwiadczenia to liczba
robotnikéw (tj. n = 5) a prawdopodobienstwo sukcesu wynosi do-
ktadnie 0,2 (tj. p = g5 = 0,2). Zatem:

P(X =0) = (8)-0,20-0,85z0,33,
P(X=1) = (?)-0,21-0,84z0,41,
P(X=2) = <g>-0,22-0,83z0,20,
P(X =3) = <§>-O,23-O,82z0,05,
P(X =4) = <2>-O,24-O,81z0,01.
P(X =5) = <§>-O,25-O,80z0,00.
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Prawdopodobienstwo tego, ze co najwyzej dwoch robotnikdw korzysta
Z energii w danej chwili wynosi:

2
P(X<2) = Y P(X =1)
1=0
~ 0,334+ 0,41+ 0,20
= 0,94



Przypomnienie: zmienna losowa X przyjmujaca wartos¢ k = {0,1,2,...}
ma rozktad Poissona o parametrze )\, jezeli jej funkcja prawdopodo-
bienstwa opisana jest wzorem

)\k

- . e_)\,

k!

dla A > 0. Zatem EX = )\ = D?X. Rozktad Poissona aproksymuje
rozktad Bernoulliego, jezeli n — oo oraz p — 0, wtedy przyjmujemy, ze
A=mn-p.

P(X=k) =
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Zadanie 9:

Stwierdzono, ze w pierwszym sktadzie ksigzki popetniono przecietnie
3,7 btedu na jednej stronie i, ze rozktad liczby btedow ma charakter
rozktadu Poissona. Wyznacz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wy-
brana losowo ksigzka z pierwszego sktadania ma doktadnie 6 btedow
na jednej stronie.
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Rozwigzanie: niech X bedzie zmienng losowg o0znaczajaca liczbe bte-
dow na jednej stronie ksigzki. Wiemy, ze X ma rozktad Poissona oraz
EX =3,7, zatem A= 3,7. Na te] podstawie:

3,7
P(X=6) = a1 € 3,7
~ 3,564 ¢ 31
— 0,088.
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Zadanie 10:

W sktad ztozonej aparatury wchodzi m.in. 1000 elementdow okresSlo-
nego rodzaju. Prawdopodobienstwo uszkodzenia kazdego z elemen-
tow w ciggu jednego roku pracy aparatury wynosi 0,001 i nie zalezy
od uszkodzen pozostatych elementdow. Jakie jest przyblizone prawdo-
podobienstwo uszkodzenia w ciggu roku:

e doktadnie dwodch elementow,

e Nie mniej niz dwodch elementdow.
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Rozwigzanie: proces psucia sie elementdw aparatury ma charakter
schematu Bernoulliego dla liczby prob n = 1000 oraz prawdopodobien-
stwa sukcesu (uszkodzenia elementu) p = 0,001. Poniewaz n — oo
oraz p — 0 to mozemy przyblizyC wartoSC rozktadu Bernoulliego X
(liczby zepsutych elementéw) przez wartoS¢ rozktadu Poissona. Za-

tem:

A2
P(X:2> ~ §°6
oraz
P(X>2) ~ 1—-(P(X=0+4+P(X=1))
I S WD S
o — ﬁ.e —I—Fe ,
gdzie A=n-p=1000-0,001 = 1. Czyli:
12 4

= 0,184
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Ooraz

P (X >2)

Q

10
1— (— et
0!

1 — (0,736)
0,264.



