WSTEP DO KRYPTOGRAFII

CWICZENIA 11
(kombinatoryka)



Zagadnienia:

e prostokaty tacinskie,

e rekurencja i funkcje tworzace,

e permutacje, kombinacje.



Prostokaty ftacinskie - przypomnienie:

e prostokatem tacinskim wymiaru p x q (p - liczba wierszy, ¢ - liczba
kolumn) nazywamy macierz £ spetniajaca zaleznosci:
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e twierdzenie 1. kazdy prostokat tacinski £ wymiaru p X n O ele-
mentach ze zbioru {1,2,...,n} moze byC rozszerzony do kwadratu

tacinskiego £’ o wymiarach n x n,

e twierdzenie 2: kazdy prostokat tacinski £ wymiaru p X g 0 elemen-
tach ze zbioru {1,2,...,n} moze byC rozszerzony do kwadratu
tacinskiego £/ o wymiarach n x n wttw. gdy

Vie{l,2,...,n} 1 L(i) 2p+q—n,

gdzie L (i) oznacza liczbe wystapien elementu ¢ w prostokacie ta-
cinskim L.



Zadanie 1:

e Niech o bedzie liczbg wszystkich mozliwych kwadratow tacinskich
rozmiaru n X n 0 elementach ze zbioru {1,2,...,n}. Pokaz, ze

11.21.....nl<ac< (nQ)!,



Rozwigzanie: rozwazmy ograniczenia oddzielnie, czyli

o 11.21. . .nl < a- pytamy wiec na ile sposobow (oznaczenie ||-||)
w przypadku pesymistycznym (tj. zaktadamy najbardziej rygory-
styczng zaleznoS¢ elementdw w wierszach i kolumnach) mozna
wybieraC poszczegodlne elementy budujgc kwadrat tacinski £. Od-

powiedz:

ol Aln =1 f[n—=2[ --- (3] 2] lI1] |
|n =1 [[n=2[ |n=3[ --- |12l [[1] 7
[n—=2| [ln—=3] |ln—4f --- |2 7 7

L = : : ; : : :
3] 12]] S Y O
2] | 1]] 7 S S O
|1]] ? ? Y ? ?

Jak mozna uzupetni€ macierz L ponizej jej diagonalnej tak, aby w
rezultacie otrzymac kwadrat tacinski?



Oczywiscie warunkiem wystarczajgcym i koniecznym do popraw-
nego uzupetnienia macierzy L jest potraktowanie jej diagonalne]
jako oS symetrii odbicia lustrzanego elementdéw, czyli np.:

1 2 3 «-- n—2 n-—-1 n
n 1 2 - n—3 n—-—2 n-—1
n—1 n 1 --- n—4 n—3 n—2
4 5 6 .- 1 2 3
3 4 5 ... n 1 2
2 34 ... n—1 n 1
Ostatecznie kwadrat tacinski £ mozna zbudowalC w przypadku pe-
symistycznym na dokfadnie n!.-(n—1)!-...-1! sposobow, zatem

11.21. ... nl < a.



o 0 < (nQ)! - zauwazmy, ze kazdy kwadrat tacinski rozmiaru n X n

mozna traktowacl jako ciag n? elementéw (np. czytajac macierz
L wierszami od lewej do prawej). OczywisScie liczba permutacji
takiego ciagu to dokfadnie (n?)!. Wsréd tych permutacji znajduja
sie jednak uktady nie odpowiadajgce kwadratowi tacinskiemu np.:

J1...122...2 nn...n

n n n

czyli o < (n2)!.



Zadanie 2:

Dla jakich mozliwych wartoSci x,y nastepujace kwadraty tacinskie o
elementach ze zbioru {1,2,3,4,5,6} moga byC rozszerzone do kwadra-
tow tacinskich £* wymiaru 6 x 6. W kazdym z mozliwych przypadkow
przedstawiC jedno z takich rozszerzen.

1 2 3 4 1 2 3 4
|56 12 |5 126
Li=13 45 1'% |34 5 1
4 1 2 x 4 2 1 y




Rozwigzanie:

e Mmacierz L1 - zgodnie z twierdzeniem 2, £1 mozna rozszerzyC do
wymiaru 6 x 6 wttw. kiedy Vi € {1,2,3,4,5,6} : L1 (i) >4+ 4 — 6,
sprawdzamy wiec dla jakiej wartoSci x warunek ten jest prawdziwy:

i=1 = L1(1)=42>2 czylixz#1,
i =2 = L1(2)=32>2 czyli x # 2,
1 =3 = L1(3)=22>2czyli z# 3,
i=4 = L1(4)=32>2 czyli x# 4,
i=5 = L1(5)=2>2czyliz#5,
1 =6 = L1(6)=1<2czyliz=06.

Zatem dla x = 6 kwadrat tacinski £1 moze byC rozbudowany do



kwadratu facinskiego £ wymiaru 6 x 6, np.:




12,6} {3,5} {6,4} {53} {12} {41}

16; {5} {4} {3} {2y {1}

1 2 3 45 6
5612 4 3
34516 2

4 1 2 6 3 5
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o macierz L, - zgodnie z twierdzeniem 2, L£> mozna rozszerzyC
do wymiaru 6 x 6 wttw. kiedy Vi € {1,2,3,4,5,6} : Lo (i) >
4 4+ 4 — 6, sprawdzamy wiec dla jakiej wartosci y warunek ten
jest prawdziwy:

i=1 = Lo(1)=42>2 czyliy#*1,
i=2 = [5(2)=3>2czyliy# 2,
i =3 = Lo(3)=22>2czyliy#*3,
i1 =4 = Ly(4) =32>2 czyliyF*4,
i=5 = Lo(5)=22>2czyliy#*b5,
i=6 = Lo(6)=1<2czyliy=6.

Jednak dla y = 6 macierz L, nie reprezentuje poprawnego kwa-
dratu tacinskiego
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Zatem kazde rozszerzenie tego kwadratu takze nie bedzie po-
prawnym kwadratem facinskim. Jezeli y # 6 to L5 (6) =1 < 2,
czyli zgodnie z twierdzeniem 2, kwadrat £» nie moze byC roz-

szerzony do wymiaru 6 X 6.



Zadanie 3:

Niech £ bedzie prostokgtem tacinskim rozmiaru p X g 0 elementach ze
zbioru {1,2,...,n}, przy czym

Vie {1,2,....,n}: L(i) =k,

Pokaz, ze £ moze by€ rozszerzony do kwadratu tacinskiego L£L* o wy-
miarach n x n.



Rozwiagzanie:

e stwierdzamy, ze n >p >0, n > q > 0 oraz n > max {p, q},

o wiemy, ze Vi € {1,2,...,n} : L{i) = k, zatem p-q =k -n, a Z
tego
k=" 1
n
o zgodnie z twierdzeniem 2, £ mozna rozszerzyC do wymiaru nxn
wttw. kiedy Vi € {1,2,...,n} : L{i) = k > p+q—n, zatem nalezy
rozwigzaC zaleznosC

P9 s ptqg—nm

mn

p-q > n-(p+q)—n°
n“—n-(p+q)+p-q > 0
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Zgodnie z klasyczng metodg rozwigzywania rownan 2-ego stop-
nia dostajemy:

X

A= (—(p+a)—4pgqg
p°+2-p-q+q°—4-p-q
p?—2-p-q+¢°
(p—q)?,

-(—(+9)-VvA

2
p+qg—p-+g
2

q,



—(—(p+)+VvVA

2
p+q+p—q

2

no —

= p.
Rozwigzaniem rownania sg punkty ny = q oraz no, = p. EKs-
tremum funkcji f (n) =n?2 —n-(p+q) + p-q znajduje sie w

punkcie 1%, wtedy

f(m> _ 4 pq—(—(p+9)°
2 4
—p? + 2pq — ¢
4
—(p—q)°
4
Dla dowolnych p,q € N zachodzi f (@) < 0, z czego wynika,




ze
VnEN:anax{p,q}:>n2—n-(p—|—q)—|—p-q2O,
zatem warunek
Vie {1,2,...,n}: L@ =k>p+qg—n

jest spetniony i macierz £ rozmiaru pxqg moze byC rozszerzona
do kwadratu tacinskiego £* o wymiarach n x n .



Rekurencja i funkcje tworzagce - przypomnienie:

e niech f, bedzie n-tg liczbg Fibonacciego zdefiniowang przez po-
nizsze rownanie rekurencyjne:

Jo=0, fi=1, fn=fn-1+ fn-2.
Pytamy jaka jest posta€ zwarta (nierekurencyjna zaleznosS¢ alge-
braiczna) n-tej liczby Fibonacciego, gdzie n > 27 BezposSredniej
odpowiedzi udzieli€ moze nam funkcja tworzgca ciggu kolejnych
liczb Fibonacciego F' = fo, f1, f2,- - -

e jak szukamy funkcji tworzgcej:

o okreSlamy ogdlne rownanie rekurencyjne liczby f, wigzgce wszyst-
Kie wartosci naturalne zmiennej indeksujacej n, czyli

fn = fn-1+ fn—2+[n=1],
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mnozymy obie strony réwnania przez z" (z - wspotczynnik po-
mocniczy) i sumujemy po wszystkich n, czyli

fn - 2" fno1-2"+ fp2- 2"+ [n=1] 2"
an - 2" an—l ' Zn_l'an—Q ' Zn_I'Z[n =1]-2"

Dla an-z” wprowadzamy oznaczenie F' (z) i przepisujemy row-
n

nanie rekurencyjne uzywajgc nowego symbolu,
F((z) = F(z)-z—l—F(z)-22+z

rozwigzujemy réwnanie (szukamy zwartej postaci) wzgledem
F (z), czyli

F(z) =

1 — 2z — 22’



o niech pi1,pp> beda odwrotnoSciami rozwigzaniami rownania 1 —
z2—22=0, P(z) =zo0raz Q(z) =1—z—z2. Jezeli p; # po |
stopien wielomianu P (z) jest mniejszy od stopnia wielomianu
Q (z) to postacC zwarta dla n-tej liczby Fibonacciego wyraza sig
rownaniem

2 .. P (L
. P3 :
fo = Yo gp. gazie a= -0 2)
i=1 Q' (7)
Zatem:
1 5 1—-+v/5
1—z—z2=O:>p1— +\/_/\p2— \/_,
2 2
wiec

a1 - p7 +az - ps
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gdzie Q' (2) = -1 — 2.z, czyli

f’rL — _p12 _l_ _p22

ST T T,

_ p1 .

T 4 4
Itis 1T

_ P1 n &
14 4-(1_—4\/5) 14 4-(1:\/5)

_ PL . P

st LE
1 n mn

= —=-(p1 —p2)



Ostatecznie otrzymujemy

- = 5 (57 -(57)

co odpowiada znanemu rezultatowi tzw. wzorowi Bineta (fak-
tycznie pierwszy doszedt do niego Leonhard Euler prawie wiek
przed Jacquese'm Binetem).




Zadanie 4:
e Na ile roznych sposobdw mozna utozyC wieze wysokosci n > 0 cm.,
jezeli dysponujemy klockami:
o wysokosci 1 cm. - biate (B),
o wysokosci 2 cm. - czerwone (C), zielone (Z) i niebieskie (N).

Odpowiedz podaj w formie rOwnania rekurencyjnego oraz zwartej
postaci (nierekurencyjnej zaleznosci algebraicznej). Oblicz liczbe
wszystkich mozliwych wiez wysokosci n = 17.
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Rozwiagzanie:

e poszukiwanie rownania rekurencyjnego - zatdézmy, ze wieze wyso-
koSci n—1 oraz n—2 mozna zbudowac odpowiednio na g,,_1 | gn—»o
mozliwosci. Wtedy wieze wysokosSci n konstruujemy jedynie przez
dwa roztgczne posuniecia:

o Nna wieze wysokosci n—2 naktadamy 2 cm. klocek x € {C,Z, N},
o na wieze wysokosci n — 1 naktadamy 1 cm. klocek B.

Zatem ogolne rownanie rekurencyjne okresSlajace liczbe mozliwosci
budowy wiezy wysokoSci n ma postac

gn = Gn—-11+ 3 gn—2-
Pozostaje nam jeszcze okreSlenie wartosci brzegowych (poczat-
kowych) dlan = 0 in = 1. Ustalamy, ze gg = 1 (go = 0 nie
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gwarantuje poprawnosci rownania rekurencyjnego) i g1 = 1 (je-
dyna mozliwa wieza wysokosci jeden to pojedynczy klocek B),

e Wwyznaczenie postaci zwartej dla g, - postepujemy zgodnie z za-
prezentowanym powyzej schematem konstrukcji funkcji tworzgacej:

o okreSlamy ogodlne rownanie rekurencyjne liczby g, wigzace wszyst-
Kie wartosci naturalne zmiennej indeksujacej n, czyli

gn = gn-1+3:-gpn_o+ [n=0],

o mnozymy obie strony roéwnania przez z" (z - wspétczynnik po-
mocniczy) i sumujemy po wszystkich n, czyli

In-1-2"+3-gp—2-2"+[n=0]2"
Zgn—l'Zn+3'zgn—2'zn+2[nzo]'Zn
n n n

Zgn-zn = Zgn-z”+1—|—3-Zgn-z"+2—|—1.
n n

S
3
O

|

[
<
S
N
[



Dla ) gn-2"™ wprowadzamy oznaczenie G (z) i przepisujemy réw-
n
nanie rekurencyjne uzywajac nowego symbolu,
G(z) = G&) 24+3-G(2) -2°+1,

rozwigzujemy réwnanie (szukamy zwartej postaci) wzgledem
G (z), czyli
1

G(z) = 1—2—3.22

niech pq1, po beda odwrotnosSciami rozwigzaniami rownania 1 —
2—3.22=0,P(z)=1o0raz Q(z) =1—2z—3-22. Jezeli p; # po
i stopien wielomianu P (z) jest mniejszy od stopnia wielomianu
Q (z) to postaC zwarta dla liczby mozliwych wiez wysokosci n
wyraza sie rownaniem

2 P (L
an = i;ai : p,?, gdzie a; = pC;/ (plf)pZ)




gn = ai-py+az-ps

o PR) e

T Q) e
_ —p11l 5 —p2-1
() T
gdzie Q' (z) = -1 — 6 -z, czyli
_p?—l-l _p72L-|—2

6 T {6

1 P2
n—+1 n—+1

P1 4 P>
12 12
I+ 1t

an




n—+1 n—+1
_ P1 4+ P2
12-(1—/13) 12:(1+v13)

1+ —=17 1+ —=15
_ AT s
Vi3 | —V13
1
_ +1_ n+t1
= s T e
1 1+ vI3\"™ 11— vI3\"T!
/13 2 2 ’

e dla n = 17 istnieje doktadnie
18 18
1 1+ 13 1—-+v13
917 = —F= + = — 399331 ~ 10°
V13 2 2

roznych wiez zbudowanych z klockow biatych, czerwonych, zielo-
nych oraz niebieskich.




Zadanie 5:

e niech K = {ki,ko,...,kr} bedzie odnawialnym (niewyczerpywal-
nym) zbiorem r > 3 kul koloru k;. Wybieramy ze zbioru K n do-
wolnych kul i umieszczamy je w pudetku P,, pojemnosci n. Na ile
roznych sposobow mozna skompletowacC pudetko Pp, gdzie n > 0O
(kolejnoSE kul w pudetkach nie jest istotna). Odpowiedz podaj w
formie réwnania rekurencyjnego oraz zwartej postaci (nierekuren-
cyjnej zaleznosci algebraicznej). Oblicz liczbe wszystkich mozli-
wych ustawien kul w pudetku P, dlan=17ir=7.
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Rozwigzanie:

e poszukiwanie rOwnania rekurencyjnego - zatézmy, ze pudetko P,,_1
pojemnosci n—1 mozna skompletowac na h,,_1 , Sposobow. Wtedy
pudetko P, pojemnosci n mozemy skompletowacl przesypujac do

niego zawartosSC pudetka P,,_1 i doktadajac jedng z r kul. Wstepnie
mozemy napisac

hn)r - T- hn—l,r-
Oczywiscie to rownanie rekurencyjne zlicza prawie wszystkie usta-
wienia kul w pudetku P, dwukrotnie. Dlaczego (kij oznacza j-ta
kule koloru i-tego dla 1 < ¢ < r):

o niech {kil,k@,kin} bedzie ustawieniem jednokolorowym, tj.

Vp,q € {1,2,...,?1} : kip:kiqa

15



wtedy ustawienie to mogto byC zbudowanie z jednego ustawie-
nia n — 1 elementowego {ki17ki27kin_1} przez dodanie kuli k;_,

o niech {kil,k k

rowym, tj.

.,kin} bedzie ustawieniem niejednokolo-

109 ip7°'

Hp,qE{l,Q,...,n}Ip#qikip#kiq,

wtedy ustawienie to mogto byC zbudowane z dwdoch rdéznych
ustawien n — 1 elementowych:

{kila kig? Ceey kin—l} U {kzp} ,

{k’ip ]{7;2, - kipa Ce e k’in—l} U {kzx} ,

gdzie {ki,} = {kip Kigs - Fipr - Kin } \ {Kiys Kigs Ty K ]

Zatem ostateczna postacC rownania poszukiwanego rekurencyjnego



to

r- hn—l,r +r
’ 2
r
— 5 <hn—1,7’ + 1> :
Pozostaje nam jeszcze okreSlenie wartosci brzegowej (poczatko-
wej) dla n = 0. Ustalamy, ze hg, = 1 (hg, = O nie gwarantuje

poprawnosci rownania rekurencyjnego),

e wyznaczenie postaci zwartej dla hyn r - postepujemy zgodnie z za-
prezentowanym powyzej schematem konstrukcji funkcji tworzacej:

o okreSlamy ogdlne réwnanie rekurencyjne liczby hn, wigzgce
wszystkie wartosci naturalne zmiennej indeksujacej n, czyli

T T T
g = & hno1pt 5 =01+ (5 -1),



mnozymy obie strony réwnania przez z" (z - wspotczynnik po-
mocniczy) i sumujemy po wszystkich n, czyli
- (5-1)
2

= O]

Zhn 12" —I— Zz (g-l) > [n=0]-2"
S = -Zhn,r-zn+l+—-2z (371
Eﬂ;hn,r.zn = Zh“ Zn+1+2 1- 2 (g )

Dla Zhn,r - 2" wprowadzamy oznaczenie H (z) i przepisujemy

r
'hn—lr'zn+_' — [n

hn,r 2 =

Sy =
n

|\3|~3 N3 I\JI%I\JI%

n
rownanie rekurencyjne uzywajac nowego symbolu,
1 r

H) = 5oHE 2+~ (5-1),

rozwigzujemy réwnanie (szukamy zwartej postaci) wzgledem



H (z), czyli
roz—2-z+4+2

H(z) = :
(2) (2-2-2)-(1-17%)

o niech pq1, po beda odwrotnosciami rozwigzaniami rownania (2 — 2 - z)-
( —%) =0, P(z2) =r-z—2-z42o0raz Q(z) = (2—-2-2) -
( — %) Jezeli p1 # pp i stopien wielomianu P (z) jest mniegj-
szy od stopnia wielomianu @ (z) to postaC zwarta dla liczby

mozliwych wiez wysokoSci n wyraza sie rownaniem

2 _y..p(L
hnr = i;ai - pl', gdzie a; = pc; (/}f)’oi).



wiec

hnr = al'p?_l_(CLQ)'pg ( )
—p1- P % . P2 P p% .
= p1 T $P2;
@ () ( ) ? (,32)) 2
. (—1)-7“. n _% ' 4_% n
— Q/(%) pl_l' Q/(l) P2

P2

gdzie Q" () =2-r-z—r — 2, czyli
(=r)-pf | (Z2:7+2) 05

hn,r —

r—2 —r+2
B (_r).ln_l_(—Q-r—I—Q)-(%)
 r=2 —r + 2

_2r=2 (r)n T
- or=2 \2 r— 2



e dlan=17 i r = 7 istnieje doktadnie

12 N7 7
hnr = — - (3 . —) — — = 4259591930 ~ 4,260 - 10°
5 2 5
roznych mozliwosci umieszczenia n = 17 kul o r = 7 rozrdznial-

nych kolorach w pudetku pojemnosci n = 17.



Permutacje, kombinacje - przypomnienie:

e permutacjg bez powtdrzen nazywamy n-elementowy cigg elemen-
tow zbioru n-elementowego, liczba permutacji bez powtdrzen wy-
NnoSi

n!,

e permutacjg z powtdrzeniami nazywamy n-elementowy cigg ele-
mentow zbioru k-elementowego {ni,no,...,ng}, liczba permutacji
Z powtdrzeniami wynosi
n!
(n1)t- (na)t- ... (ng)!
gdzie symbol (n;) oznacza liczbe wystgpien znaku n; w ciggu n-
elementowym,
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e kombinacjg bez powtdrzen nazywamy k-elementowy podzbidr zbioru
n-elementowego, liczba kombinacji bez powtdrzen wynosi

n L TL!
<k> K (n—k)Y

e kombinacja z powtdrzeniami nazywamy k-elementowy multipodz-
bidor zbioru n-elementowego, liczba kombinacji z powtdrzeniami

WYNOoSsi

n+k—-1) _ (n+k—1)!
k Kkl (n—1)1



Zadanie 6:

e Na ile sposobow mozna utworzyC stowo « sktadajgce sie z dziesieciu
znakow, jezeli do dyspozycji mamy po cztery litery a,b,c oraz d?

17



Rozwigzanie:

e niech z; oznacza wybor z; znakdw typu ¢ sposrdod liter a,b,c oraz
d. Zastandbwmy sie ile roznych schematow s; —— (21,22, 23, 24)
wyboru 10-ciu znakdéw ze zbioru {a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,c,d,d,d,d}
moze zaistnieC? Oczywiscie s3 to:

s1 — (4,4,2,0)
so —— (4,4,1,1)
s3 — (4,3,3,0)
sqa — (4,3,2,1)
s —— (4,2,2,2)
s¢ — (3,3,3,1)
s7 — (3,3,2,2)

18



e teraz kazdy schemat S traktujemy jako permutacje z powtorze-
niami i obliczamy liczbe takich permutacji p(sj)I

41

p(s1) — Srorionar o 2
4

p(s2) — S oraroroln O
41

p(s3) — Trororonar . L2
4

p(sa) — Ty o 2t
4

P(ss) = o o0l Y
4

p(s6) " Graioriror
4

p(s7) — =5,

ot.20.21.0!.0l



e Nna bazie kazdej permutacji z powtdorzeniami schematu podstawo-
wego s; — (21, 22, 23, 24) (reprezentuje ona 10 znakéw) budujemy
permutacje z powtorzeniami odpowiadajace stowu «, liczba takich
StOW wynosi

10!
(z1)! - (22)! - (23)! - (2a)!

Zatem dla wszystkich permutacji z powtdrzeniami schematu S
liczba stow « (sj) WYNOSi

(). 10!
*() = 2 (0) Ty G

Dalej obliczamy:

10!

a(sy) = 12 A Al ot ol = 37800
10'

a(s2) = 6 gy - 2800
10!

a(sz) = 12 = 50400

41.31.31.0!



10!

a(sg) = 24. ' = 302400
41-31.21. 11
= 4 10° — 75600
alss) = 4 oo
= 4 10: = 67200
als6) = 4 3igrann
10!
a(s7) = 6- = 151200,
31.31.21. 2l

Ostatecznie 10-znakowe stowo o na zbiorem znakdow

{a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,c,d,d,d,d}

moze zostac utworzone na

-
> a(s;) = 722400
i=1

rozne sposoby.



Zadanie 7:

e na ile sposobow Mmozna rozmiesciC k identycznych jabtek, [ roznych
gruszek {g1,92,...,9;} W n roznych skrzynkach {s1,so,...,sn} pPO-
jemnosci k + 17

19



Rozwiagzanie:

e rozmieszczanie owocOw mozemy podzieli€C na dwa etapy: roz-
mieszczenie k identycznych jabtek oraz rozmieszczenie | roznych

gruszek,

e rozmieszczenie k jabtek w n skrzynkach (niekoniecznie réznych)
to kombinacja z powtorzeniami, liczba takich kombinacji to

n+k—1
k )

e rozmieszczenie [ gruszek w n skrzyniach to ztgczenie:

o kombinacji z powtoérzeniami (oznaczmy ja przez 3;(l,n)), od-
powiadajacej za wybor n skrzynek (niekoniecznie réznych), do
20



ktorych trafig gruszki, liczba takich kombinacji to

<n+l—1>
l 9

o permutacji z powtdrzeniami (oznaczmy ja przez v (G; (l,n))),
odpowiadajgcej za rozrdznienie wybranych skrzynek wzgledem
gruszek, liczba takich permutacji dla kombinacji g; (I,n) to

[!
(s1)! - {so) - ... (sp)!
gdzie <s > oznacza liczbe wystgpien symbolu skrzynki Sj W kom-

J
binacji 3; (I,n),

p(v(Bi(,n))) =

e Ostatecznie k identycznych jabtek i [ roznych gruszek mozna roz-



mieSci€C w n roznych skrzynkach na

<n+l—1>
l
n+k—1

("R X reGany

i=1
Sposobow.



Zadanie 8:

e pewien cztowiek ma siedmiu przyjacidt oznaczonych symbolami
1,2,3,4,5,6 oraz 7. Na ile sposobow moze on zapraszaC na obiad
roznych trzech sposrod nich przez siedem kolejnych dni, jezeli wy-
magamy aby zadna para przyjacidot nie byta razem na wiecej niz
jednym obiedzie?

21



Rozwiagzanie:

e Obiad I: trojka zaproszonych przyjacidt to kombinacja bez powto-
rzen 3 elementdw ze zbioru 7-elementowego, liczba takich kombi-

nacji to
7
3 )

np. zaktadamy, ze zaproszono przyjaciot 1,2 i 3,

e obiad II: trojka zaproszonych przyjacidt to kombinacja bez powto-
rzen 3 elementdw ze zbioru 7-elementowego bez trojek zawierajg-
cych dowolng pare zaproszong na obiad I, liczba takich kombinadcji

to
.
(5)

22



gdzie § = 13, np. na obiad I przyszta trojka 1,2,3, wtedy zadna z
trojek:
1,2,{4,5,6,7}
1,3,{4,5,6,7}

2,3,{4,5,6,7}
nie moze przyjS€ na obiad I. Dalej sg dwie mozliwosSci: zapraszamy
trojke przyjaciot nie zaproszonych na obiad I, np. 4,5,6, albo
jednego przyjaciela zaproszonego na obiad I i dwoch przyjacidot nie
zaproszonych na obiad I, np. 3,4,5,

obiad III: trojka zaproszonych przyjacidot to kombinacja bez po-
wtorzen 3 elementdw ze zbioru 7-elementowego bez trojek zawie-
rajacych dowolng pare zaproszong na obiad I albo II, liczba takich

kombinacji to
7
(3 ) — 06— (e1 Ver),



gdzie ¢g = 13 (np. dla 4,5,6) a e = 13 (np. dla 3,4,5), np.
jezeli:

o na obiad II przyszta trojka 4,5,6, wtedy zadna z trdjek:

4,5,{1,2,3,7}

4,6,{1,2,3,7}

56,{1,2,3,7}
nie moze przyjSC na obiad III. Dalej jest jedna mozliwosSC: zapra-
szamy jednego przyjaciela juz zaproszonego na obiad I, jednego
przyjaciela juz zaproszonego na obiad II oraz przyjaciela jeszcze
nie zaproszonego na obiad, np. 1,4,7,

o na obiad II przyszta trojka 3,4,5, wtedy zadna z trdjek:

3,4,{6,7}
3,5,{6,7}
4,5 {1,2,6,7}



nie moze przyjS€ na obiad III. Dalej sg trzy mozliwosci: za-
praszamy jednego przyjaciela zaproszonego na obiad I albo II i
dwoch przyjaciot jeszcze nie zaproszonych na obiad, np. 1,6,7,
zapraszamy jednego przyjaciela zaproszonego na obiad Ii Il oraz
dwoch przyjaciot jeszcze nie zaproszonych na obiad, np. 3,6,7,
albo przyjaciela zaproszonego na obiad I (ale nie na obiad II) i
przyjaciela zaproszonego na obiad II (ale nie na obiad I) oraz
przyjaciela jeszcze nie zaproszonego na obiad np. 2,4, 6,

e Oobiad IV: trojka zaproszonych przyjaciot to kombinacja bez powto-
rzen 3 elementdw ze zbioru 7-elementowego bez trojek zawierajg-
cych dowolng pare zaproszong na obiad I Il albo III, liczba takich
kombinacji to

<;>_5_(61\/61)_(<1VC2\/C3VC4>>



gdzie (1 =5 (np. dla 1,4,7), (o =9 (np. dla 1,6,7), (3 =5 (np.
dla 3,6,7) a (4 =6 (np. dla 2,4,6) np. jezeli:

o na obiad III przyszta trojka 1,4,7, wtedy zadna z trdjek:

1,4,0

1,7,{5,6}

4,7,{2,3}
nie moze przyjSC na obiad IV. Dalej pozostaty jeszcze cztery
mozliwe trojki

2,5, 7 2,6,7 3,5,7 3,6,7

ale jest to zbyt mato aby zapetni€ w sposob poprawny cztery
ostatnie obiady,

o na obiad III przyszta trojka 1,6,7, wtedy zadna z trdjek:
1,6,{4,5}

1,7,{4,5}
6,7,{2,3,4,5}



nie moze przyjS€ na obiad IV. Dalej pozostaty jeszcze cztery
mozliwe trojki
2,46 2,47 2,56 257

ale jest to zbyt mato aby zapetni€ w sposOb poprawny cztery
ostatnie obiady,

na obiad III przyszta trojka 3,6,7, wtedy zadna z trdjek:

3,6,0
3777®
6,7,{1,2,4,5}
nie moze przyjSC na obiad IV. Dalej pozostato jeszcze osiem
mozliwych trojek



o na obiad III przyszta trojka 2,4,6, wtedy zadna z trdjek:

2,4, {7}

2,6,{5,7}

4,6,{1,7}
nie moze przyjS€ na obiad IV. Dalej pozostato jeszcze siedem
mozliwych trdjek

1,47 1,56 1,57 16,7
257 3,6,7 5,6,7,

e Obiady IV-VII: pozostaty dwa uktady sktadajgce sie odpowiednio
Zz OoSmiu i siedmiu trojek, ktdre mogg poprawnie zapetni cztery
ostatnie obiady na 8-3:-2-1 =48 0raz3-3-2-1 = 18 sposobow.
Np.:

o dla uktadu



wybieramy kolejno dowolng tréjke (np. 1,4,6), pozostajg jesz-
cze trojki

1.5, 7 2,4, 7 2,56 2,57,

nastepni wybieramy dowolng tréjke rézng od trdjki 2,5,7 (np.
2,4.7), pozostajg jeszcze trdjki

1,5, 7 2,5,6,

ktore pozwalajg nam zapetni€ dwa ostatnie obiady,

dla uktadu

1,47 1,56 157 16,7
257 3,6,7 5,6,7,

wybieramy jedng z trzech trdjek

1,4, 7 1,56 2,57



(np. 1,4,7), pozostajg jeszcze trdjki

1,5,6 2,5,7 3,6,7 b5,6,7,

nastepni wybieramy dowolng tréjke rézng od trdjki 5,6,7 (np.
1,5,6), pozostajg jeszcze trojki

1,5, 7 3,6,7

ktore pozwalajg nam zapetni€ dwa ostatnie obiady,

e OsStatecznie odpowiedzig jest

(3)((3)2) (3)--o) wwmn »
(3] () -] w50 -

180180 + 480480 = 660660.



