Automaty 1 gramatyki

Marcin Kubica

2004,/2005

Niniejsze notatki do wyktadéw oparte sa na podanej literaturze. Podane w nawiasach
kwadratowych numery podrozdziatoéw, éwiczen itp. odnosza sie wlasnie do wymienionych
ponizej pozycji.

Wyklady oznaczone gwiazdka nalezy pominaé¢ na zajeciach z JAO, a uwzgledni¢ na
wyktadach z TO.

Wyktad 1. Wprowadzenie

Celem niniejszego wyktadu jest:

e poznanie podstawowych srodkéw opisu sktadni (wyrazenia regularne, gramatyki bez-
kontekstowe),

e poznanie narzedzi wspomagajacych przetwarzanie danych o okreslonej sktadni (flex,
bison).

W trakcie badan nad obliczalnoscig pojawito sie wiele modeli, ktére miaty za zadanie
ujecie pojecia obliczalnosci. Mozemy je uszeregowaé¢ wg. rosnacej sity wyrazu:

1. automaty skorniczone, wyrazenia regularne (stala skoriczona pamiec),
2. automaty stosowe (stala skonczona pamieé + nieograniczony stos),
3. bez ograniczen:

e maszyny Turinga,

e systemy Posta,

e rachunek A\ (Alonzo Church, Stephen C. Kleene), i inne.
Modele te powstaly na dlugo przed tym zanim powstaly komputery.

Roéwnoczesnie Noam Chomsky, lingwista, probowal sformalizowaé pojecia gramatyks: i
jezyka. Stworzyl on hierarchie jezykoéw o rosnacej ztozonosci:
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1. gramatyki liniowe,

2. gramatyki bezkontekstowe,

3. gramatyki kontekstowe,

4. gramatyki dowolne.

Hierarchia ta w zadziwiajacy sposob odpowiada wymienionym modelom obliczen:
e gramatyki liniowe = automaty skoriczone = wyrazenia regularne,

e gramatyki bezkontekstowe = automaty stosowe,

e gramatyki kontekstowe = liniowo ograniczone maszyny Turinga,

e dowolne gramatyki = maszyny Turinga.

Czy moze by¢ to tylko przypadek?

Nalezy pamietac, ze wszystko to sa modele interesujacych nas poje¢. Umiejetnosé postu-
giwania sie niektérymi z nich przydaje sie w praktyce, a w przypadku innych najistotniejsze
beda reprezentowane przez nie pojecia.

1.1 Literatura

[HU| John E. Hopcroft, Jeffrey D. Ullman, Wprowadzenie do teorii automatéw, je-
zykow v obliczen, PWN, 2003 r.

|K] Dexter C. Kozen, Autoamata and Computability,
e A. V. Aho, R. Sethi, J. D. Ullman, Kompilatory, WNT, 2002,
W. M. Waite, G. Goos, Konstrukcja kompilatorow, WNT, 1989.

1.2 Podstawowe pojecia

We wprowadzeniu wspomnieliSmy o obliczeniach i jezykach. Gdy méwimy o obliczaniu,
to zwykle mamy na mysli obliczenie wartosci takiej czy innej funkcji. Gdy za§ méwimy o
jezyku, to mamy na mysli (potencjalnie nieskoriczony) zbior napisow zlozonych ze znakow
ustalonego (skorniczonego) alfabetu. Jak potaczyé¢ te dwa pojecia?

Def. 1 Problem decyzyjny to funkcja, ktéora mozliwym danym wejéciowym przyporzad-
kowuje wartosci logiczne tak/nie. O

Jezyk nie jest niczym wiecej niz problemem decyzyjnym okreslonym dla napiséw nad usta-
lonym alfabetem.

Def. 2 Alfabet, napis itp.



Alfabet to dowolny niepusty, skoniczony zbiér. Moze to by¢ np. zbioér cyfr dziesietnych,
zbior znakéow ASCII, czy zbior bitow {0, 1}. Alfabet bedziemy zwykle oznaczaé przez
Y., a elementy alfabetu przez a,b,c,.. ..

Napis nad alfabetem >, to dowolny skonczony ciag elementow >. W szczegdlnosci,
pusty ciag jest napisem nad kazdym alfabetem. Oznaczamy go przez ¢. Napisy
bedziemy zwykle reprezentowaé przez zmienne z,y, 2, . . ..

Dlugo$é napisu oznaczamy przez | - |. Np. |ala|] = 3, || = 0.

Sklejanie napisOw zapisujemy piszac po sobie sklejane sktadowe. Np., jezeli v =
ala,y = ma,z = kota, to xyz = alamakota. Sklejanie napiséw jest laczne, tzn.
x(yz) = (zy)z, a € jest elementem neutralnym sklejania, tzn. ze = ex = .

Przez a" oznaczamy n-krotne powtérzenie symbolu a. Np. a® = aaaaa. a’ = e,
a"t! = q"a.
Podobnie, przez 2" oznaczamy n-krotne powtérzenie napisu z. 2° = ¢, 2"! = 2"x.

Przez #,(x) oznaczamy liczbe wystgpieri symbolu a w napisie x, np. #,(ala) = 2.

Prefiksem napisu nazywamy dowolny jego poczatkowy fragment, tzn. z jest prefiksem
y wtw., gdy istnieje takie z, ze xz = y. Jezeli ponadto x # € i x # y, to méwimy, ze
x jest wtasciwym prefiksem y.

O
Def. 3 Zbiory (jezyki) bedziemy zwykle oznaczaé przez A, B, C, . ... Operacje na zbiorach
(napisow):
e suma U, przeciecie N, odejmowanie \,

dopelnienie A = X%\ A,
ztaczenie (konkatenacja) zbiorow AB = {zy : x € A,y € B},
potegowanie zbiorow: A% = {e}, A" = A"A,

A" = U,>o A™; w szczegblnosci X* to zbidr wszystkich napiséw nad alfabetem X;
przyjmujemy, ze 0* = {e},

AT = AA*

Zwro¢my uwage na pewne proste wlasnosci operacji na zbiorach:

{e}A = Afe} = 4
DA = AD =0,
A(BUC) = AB U AC.



1.3 Jezyki jako problemy decyzyjne
Jezyk, to podzbior zbioru X*. Mozemy wiec jezyk traktowaé jak problem decyzyjny, dla
zbioru danych >*.

Czy dla kazdego jezyka istnieje rozpoznajacy go automat skorniczony / automat stosowy
/ program komputerowy. Zdecydowanie nie!

Zbior X* jest przeliczalny, gdyz jesteSmy w stanie ponumerowaé wszystkie stowa: puste,
jednoliterowe, dwuliterowe, itd. Czyli |X*| = Rg. Jezyk to podzbior ¥*. Czyli wszystkich
mozliwych jezykow jest 2%, Z drugiej strony kazdy mechanizm rozpoznajacy mozna opi-
sa¢ za pomocy stowa — program komputerowy to po prostu stowo. Tak wiec jezykow
jest iloSciowo wiecej niz mechanizméw rozpoznajacych. Stad, tylko niektore jezyki mozna
rozpoznawaé automatycznie, niezaleznie od wybranego modelu obliczen.

1.4 Powtoérzenie pojeé dotyczacych relacji
Kiedy relacja jest:

e Zwrotna,

e przechodnia,

e symetryczna,

e antysymetryczna.

Grafowa interpretacja powyzszych poje¢. Pojecie domkniecia relacji:

e zwrotniego,

e przechodniego,

e symetrycznego

i ich interpretacja grafowa.

1.5 Praca domowa
e Jak jest roznica miedzy () i {e}? Ile stow zawieraja te jezyki?
e Podaj wszystkie stowa z jezyka {aba, ba, a}{ba, baba}.

e Podaj ktore prefiksy stowa ababbbabab sa réwnoczesnie jego sufiksami.



Cwiczenia
o Cwiczenia na podstawy matematyczne (mozna wykorzystaé¢ przed pierwszym wykta-
dem):

— Operacje na zbiorach. Niech A, B C X. Narysowaé¢ diagram przedstawiajacy
te zbiory. Uszeregowac¢ ponizsze zbiory zgodnie z zawieraniem. Ktore sg sobie

rowne? Ktoére nie sa poréwnywalne? Rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci
DAG-a.

AU B,
AN B,

*

*

X\ 4,

ANBN (X A),

(AUB)\ (AN B),

X\ (AU B),

X\ (AN B),

(A\B)U(B\ A),

(X\A)U(X\B),

(X\A)n(X\B),

X\ ((X\A) U (X\B)),

XA (XN A) N (X N\ B)).

— Pojecia prefiksu, postfiksu, podciagu i podciggu spojnego (podstowa). (W razie
potrzeby wyjasni¢ te pojecia). Wybieramy dowolny numer telefonu i traktujemy
go jak ciag cyfr. Podaé:

S SR SO S I SR
=

S SR S SR S S

wszystkie prefiksy tego ciagu,
wszystkie postfiksy tego ciggu,
kilka podciagéw (niekoniecznie spdjnych); ile jest wszystkich?

* % % ¥

kilka sp6jnych podciagéw (podstow); ile jest wszystkich?

— Wybieramy zbiér 2-3 elementowy. Jakie sg jego podzbiory? Ile podzbioréw ma
zbiér n-elementowy?

e proste prze¢wiczenie wprowadzonych pojeé¢ na przyktadach, np.:
— {a, ab, ba, baba} N {ab, ba}?,
- {a7 Cl,b, ba’} \ {a}*{bb}*{a}*



e ¢wiczenia na sprawdzanie réznych tozsamosci (w przypadku prawdziwych uzasad-
nienie, w przypadku falszywych kontrprzyktad; jesli zachodzi zawieranie, to w ktora
strone?):

- (AUuB)UC =AU (BUC),
- (AuB)NC =AU (BNC),
- (AuB)NC C AU (BNC),
- A(BUC)=ABU AC,
— A(BNC)=ABnNAC,
— A(BNnC)C ABnN AC,
— (AB)* = A*B*,
~ (AUBy = (A'B")",
— At = A+*,
- (AUB)=ANB.
e Co to za jezyki:
— (ANAY),
— A*\ AT,
— (ANB)"\ (47U B),
— {a, ba, bb, ab}*,
— (EX)*, (stowa parzystej dtugosci),
— (EX)*, (stowa nieparzystej dtugosci),
— X(XX)* (tez stowa nieparzystej dtugosci),
— [II¥XXA (a to jest po grecku pizza :-).

e Uzywajac symboli i operacji wprowadzonych na pierwszym wykladzie (czyli operacji

na stowach, zbiorach, jezykach i definicji zbior6w) zdefiniowa¢ jezyki:
— stowa zawierajace tyle samo liter a i b,
— stowa nad alfabetem {a, b} (nie)parzystej dlugosci,
— alarmowe, skrocone i miedzymiastowe numery telefoniczne,

— inne ...

e |HU ¢éw.1.7] Poda¢ domkniecie zwrotnio-przechodnie i domkniecie symetryczne relacji

{(1,2),(2,3),(3,4), (5,4)}.

e Pokaza¢, ze nastepujace relacje sa relacjami rownowaznosci:



— stowa z i y sa w relacji wtw., gdy |z| = |y,
— slowa z i y sa anagramami,

— jezyki A i B sa w relacji wtw., gdy A* = B*.
e Pokazaé, ze nastepujace relacje sa czeéciowymi porzadkami:

— relacja zawierania C na jezykach nad ustalonym alfabetem,
— relacja porzadku leksykograficznego na stowach,

— relacja bycia prefiksem.



Wyktad 2. Wzorce i yrazenia regularne

2.1 wprowadzenie

Opowiastka o wyrazeniach regularnych w Unixie. Zastosowanie w programach (grep, sed,
awk, lex).

2.2 Wzorce

W Unixie mozemy spotka¢ pod nazwa wyrazenia reqularne bogaty jezyk do definiowania
wzorcOw:

e r —znak ‘2’,

e “r” — x brane dostownie,

o \z —jak w C,

e . — dowolny znak (oprocz korica wiersza),
e [xyz| — dowolny ze znakow ‘x’, ‘y’ i ‘2,

e |a-—z| — dowolny znak od ‘a’ do ‘z’, (mozna taczy¢, np. [abk-1A-Z]),
e |"xyz| — dowolny znak oprécz ‘x’, ‘y’ i ‘7,
e «* — zero lub wiecej powtorzen «,

e o' — jedno lub wiecej powtorzen o,

e o7 — zero lub jedno wystapienie «,

e af{z,y} —od x do y powtorzen a,

® (/1 ‘ Qo — (X1 lub g,

e «EOF» — koniec pliku,
o (o),



Przyktad:
e zapisy dziesietne liczb naturalnych,
e identyfikatory w wybranym jezyku programowania,
e numery rejestracyjne (prywatne i stuzbowe).
Majac dany wzorzec mozemy zastanawia¢ sie nad odpowiedziami na nastepujace pytania:
e Jak sprawdzi¢, czy stowo pasuje do wzorca?

e Jak znalei¢ wszystkie wystapienia wzorca w tekscie?

Czy jakiekolwiek slowo pasuje do wzorca?

Jaki jezyk tworza stowa pasujace do wzorca?

Czy dla kazdego jezyka istnieje opisujacy go wzorzec? Nie.

Czy wszystkie operacje sa potrzebne? Nie.

2.3 Jezyki opisywane przez wzorce

Majac dany wzorzec, mozemy okresli¢ jezyk ztozony ze wszystkich stow pasujacych do
danego wzorca. Definicja ta jest indukcyjna ze wzgledu na strukture wzorca.

Def. 4 Niech « i f beda wzorcami. Przez L(a) oznaczamy jezyk zlozony z tych stow,
ktore pasuja do wzorca a.

. L) = (o),
o L(z) = L(*2") = {z},
o L(.)=1,

o L([aras...ar)) =A{ai,as,...,a;},

e L(af) = L(a)L(3),
e L(a|p) = L(a) U L(B),
o L(a*) = L(a)*,



o L(a?) = L(a)U{e},
o L(a{r,y}) = L(a)"U L(a)*' U...UL(a)Y,

2.4 'Wyrazenia regularne

Wrzorce, tak jak sa zdefiniowane w Uniksie, maja przede wszystkim by¢ wygodne w uzyciu.
Okazuje sie jednak, ze wiele z konstrukeji wystepujacych we wzorcach moze by¢ zastapio-
nych prostszymi konstrukcjami. W ten sposob, kazdy wzorzec mozna przerobi¢ na taki,
ktory zostal zapisany przy uzyciu tylko pewnego minimalnego zestawu konstrukcji. Takie
wzorce, ktore zapisano przy uzyciu tylko tego minimalnego zestawu operacji, nazywamy
wyrazeniami reqularnymi.

Def. 5 Wpyrazenia regularne, to takie wzorce, ktore sa zbudowane tylko przy uzyciu:
[ J 5,
o 0,

e a,dlaa € X,

Formalnie, wzorzec () nie wystepuje w Uniksie. Mozemy go utozsamié¢ np. z [z — a]. O

Wyrazenia regularne beda nam potrzebne wowczas, gdy bedziemy sie zajmowali tym,
co mozna wyrazi¢ za pomocag wzorcoOw i ogélnymi wladciwosciami jezykoéw, ktére mozna
opisywaé za pomocg wzorcoOw. Dzieki ograniczeniu zestawu mozliwych konstrukeji do nie-
zbednego minimum, bedzie to prostsze.

2.5 Roéwnowazno$¢ wzorcéHw i wyrazen regularnych

Fakt: Niech A bedzie jezykiem. A mozna opisa¢ wzorcem wtw., gdy mozna go opisac
wyrazeniem regularnym.
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Dow6d; Jezeli A mozna opisa¢ wyrazeniem regularnym, to oczywiscie mozna tez opisac
za pomocy wzorca.

Implikacja w druga strone jest mniej oczywista. Nalezy sprawdzi¢, ze wszystkie kon-
strukcje wystepujace we wzorcach mozna zapisa¢ uzywajac wyrazen regularnych.

2.6 Tozsamosci dotyczace wzorcéw

Def. 6 Powiemy, ze dwa wzorce « i 3 sa rownowazne, o = 3, wtw., gdy L(a) = L(().
O

Przyktadowe tozsamodci dotyczace wzorcow:
e a(f|y)=af | a,

(B | v)a = Pa | ya,

Do = ) = 0,

at=alaat =alata,
(af) @ = a(fa),

o (o)
o (a*p"

a*,

(| B).

)*

2.7 Jezyki regularne

Def. 7 Powiemy, ze jezyk A jest regularny, wtw., gdy istnieje wyrazenie regularne «
opisujace A, czyli A = L(«). O

Fakt: Kazdy jezyk skoriczony jest regularny.
Fakt: Suma jezykow regularnych jest regularna.
Fakt: Sklejenie (konkatenacja) jezykow regularnych jest regularne.

Fakt: Jesli A jest regularny, to A* tez.

2.8 Praca domowa
e Podaj wyrazenie regularne rownowazne wzorcowi: ([a — ] | a(b?))*.
e Podaj wzorzec opisujacy poprawne numery indekséw studentéw, np. postaci s0124.

e Upros¢ nastepujacy wzorzec (a | b)(aa | ab | bb | ba)*(a | b).
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Cwiczenia
e [K Hw. 3.1] Dla ponizszych jezykow podaj wzorce/wyrazenia regularne:
— {x : x zawiera parzysta liczbe symboli a},
— {x : x zawiera nieparzysta liczbe symboli b},

— {x : x zawiera parzysta liczbe symboli a lub nieparzysta liczbe symboli b},
e Podaj wzorce/wyrazenia regularne opisujace jezyk zlozony ze stow:

— nad alfabetem {a, b}, ktore nie zawieraja podstowa aa,
— nad alfabetem {a, b, ¢}, ktore nie zawieraja podstowa aa,
— nad alfabetem {a, b}, ktore zawieraja podstowo bbab,
— nad alfabetem {a, b, ¢} zlozonych tylko z jednego rodzaju symboli,
— nad alfabetem {a, b, ¢} zlozonych co najwyzej z dwoch rodzai symboli.
e [HU ¢éw.2.11, a) b)] Opisz jezyki reprezentowane przez nastepujace wyrazenia regu-
larne:
— (11]0)*(00 | 1)7,
— (1101 |001)*(e |0 00),

e |K Ex. 11| Dla ponizszych jezykow podaj wzorce/wyrazenia regularne:

— {x € {a,b}* : x nie zawiera podstowa a},
— {x € {a,b}* : x nie zawiera podstowa ab},
e |K Ex. 18] Poréwnaj wyrazenia regularne pod katem réwnosci/zawierania sie odpo-

wiadajacych im jezykow. Odpowiedzi uzasadnij. Udowodnij pomocnicze réwnanie
a(ba)* = (ab)*a.

n (1) 017,

2) 0(120)*12 01(201)2,
3) 0" e*,

4) (0°17)* (0m1)7,

5) (01 ]0)*0 0(10 | 0)*.

e |[K Ex. 19| Oznaczmy a = (a | b)*ab(a | b)*. Podaj wzorzec opisujacy jezyk L(«),
zaktadajac, ze:

1. ¥ ={a,b},
2. ¥ ={a,b,c}.
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Wyktad 3. Automaty skornczone

3.1 Intuicje

Stan i przejscie — intuicje. Zakladamy, ze przejscia sa natychmiastowe — jest to matema-
tyczna abstrakcja. Przyktady systemow ze stanami i przejéciami:

e kostka Rubik’a,
e zegarek cyfrowy,
e sterownik windy,

o wszechswiat (?).

3.2 Automaty deterministyczne

Przyklad: Konstrukcja automatu modelujacego dziatanie video. Modelujemy podsta-
wowe typy pracy i klawisze: play, stop, pause, fwd i rew.

Przykltad: Problem misjonarzy i kanibali. Na brzegu znajduje sie¢ trzech misjonarzy i
trzech kanibali. Maja do dyspozycji t6dke. W tédce moga sie zmiesci¢ maksymalnie dwie
osoby. Wiostowaé¢ umieja wszyscy kanibale i jeden misjonarz. Jezeli na ktérymkolwiek
brzegu zostanie wiecej kanibali, niz misjonarzy, to misjonarze zostang ... zjedzeni.

Obserwujemy sekwencje ruchoéw todki wraz z jej pasazerami. Skonstruowaé diagram
systemu akceptujacego takie sekwencje ruchow, ktore prowadza do przepltyniecia wszystkich
na drugi brzeg.

Def. 8 Automat skoriczony (deterministyczny):
M=(Q,%,6,s,F)
gdzie:
e () to skonczony zbidr standw,

e X to skoniczony alfabet wejsciowy,

J: Q%X — Q to funkcja przejicia; 6(q, a) to stan do ktérego przechodzimy ze stanu
q na skutek wczytania znaku a,

s to stan poczatkowy,

F C @ to zbior standéw akceptujgcych.
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O

Aby okresli¢ automat musimy podaé¢ informacje o wszystkich pieciu elementach. Mozemy
to zrobi¢ formalnie, lub w postaci tabelki:

a b

— 0 1 0
1 2 1

2 3 2
3F |3 3

lub tez diagramu:

b b b ﬁb
Qananva@

Zaleta takich diagramoéw jest np. to, ze nie ma koniecznoSci nazywania stanow.

Dane dla automatu to dowolny napis z € ¥*. Opis dzialania: Zaczynamy w stanie
poczatkowym i zmieniamy stany zgodnie ze znakami na wejsciu. Po wczytaniu calego
stowa jesteSmy w jakimg$ stanie. Stowo jest akceptowane, wtw., gdy stan koncowy jest
akceptujacy.

Przyklad: Drzialanie powyzszego automatu dla stéw baabbab i babbab.

Def. 9
0 QxX —Q

0*(g,€) =q
0*(q,xza) = §(6 * (¢, x),a)

Automat akceptuje stowo x wtw., gdy 6*(s,z) € F.
Jezyk akceptowany przez automat, to:

LM)={xeX*:6"(s,z) € F}

O

Przyklad: Automat akceptujacy (a | b)*aa(a | b)*. Stany reprezentuja zliczane kolejne
z rzedu literki a.
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Przyklad: Automat akceptujacy {z € {0,1}* :  w uktadzie binarnym jest podzielne
przez 3 }. Stany reprezentuja reszty modulo 3. Formalny dow6d poprawnosci.

20 = 2z = (2(rmod3))mod3

xl =2r+ 1= (2(zmod2) + 1)mod3

3.3 Automaty niedeterministyczne’*’4°

3.3.1 Intuicje

,Rozklekotany” automat deterministyczny. Nie wiadomo doktadnie jaki ruch wykona, moze
wykona¢ niedeterministycznie jeden z wielu ruchéw. Symulacja: diagram to plansza, po
ktorej przesuwamy pionki. Jesli ze stanu, w ktérym jest pionek wychodzi wiele krawedzi
oznaczonych symbolem wyjSciowym, to stawiamy pionki we wszystkich stanach docelo-
wych; jezeli z danego stanu nie wychodzi zadna taka krawedz, to pionek znika. Podobnie
mozemy mie¢ wiecej niz jeden stan poczatkowy — na poczatku symulacji ustawiamy pionki
we wszystkich stanach poczatkowych.

Automat akceptuje stowo jesli po zakonczeniu symulacji w ktorymkolwiek ze stanow
akceptujacych bedzie znajdowaé sie pionek. Innymi slowy, automat akceptuje stowo jesli
moze si¢ zdarzy¢ takie obliczenie, ktore prowadzi do jego zaakceptowania.

Mozna o tym pomysleé¢ jak o przeplatajacych sie dwoch procesach: zgadywania rozwia-
zania i jego weryfikacji.

Przyklad: Nieformalny. Automat akceptujacy stowa, w ktorych przedostatni znak to 1.
Symulacja dla stowa 0110010.

3.3.2 Definicja automatu

Def. 10 Automat niedeterministyczny, to piatka M = (Q, %, 6, S, F'), gdzie:

e () to skonczony zbiér stanow,

>’ to skonczony alfabet wejéciowy,

J to funkcja przejscia § : Q x ¥ — P(Q) (Z relacja § C Q x ¥ X @),

S C @ to zbidér stanéw poczatkowych,

F C @ to zbior stanow akceptujacych.
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Rozszerzenie funkcji przejscia 0* : P(Q) x ¥* — P(Q) definiujemy nastepujaco:
i (Ae)=A

(A, ax) = 0"(0(A,a), )

Automat M akceptuje stowo z wtw., gdy 0*(S,z) N F # (.
Jezyk akceptowany przez automat, to:

L(M)={zxeX :6*S,z)NF # 0}
O

Automaty deterministyczne mozemy traktowaé jako szczegélny przypadek automatow
niedeterministycznych.

Fakt: Niech M = (Q,X%,d,s, F) bedzie automatem deterministycznym. Woéwczas au-
tomat niedeterministyczny M’ = (Q, 3,0, {s}, F), gdzie §'(q,a) = {d(q,a)} akceptuje
doktadnie ten sam jezyk

L(M) = L(M’)

Kilka wtasnosci funkeji *:
Lemat: Dla dowolnych z,y € ¥* mamy 0*(A, zy) = *(6*(A, x),y).
Dowo6d: Przez indukcje ze wzgledu na |y|.

Lemat: Funkcja 6* jest rozlaczna ze wzgledu na sumowanie zbioréw, tzn.:

6 (U Ais2) = Jo*(Ai, 2)

Dowo6d: Przez indukcje ze wzgledu na |z|.

3.3.3 Determinizacja automatu

Pokazemy, ze sila wyrazu automatéw niedeterministycznych jest doktadnie taka sama, jak
deterministycznych. W tym celu musimy pokazaé, ze dla kazdego automatu niedetermini-
stycznego istnieje rownowazny mu automat deterministyczny.

Zauwazmy, ze w trakcie symulacji dzialania automatu niedeterministycznego nie ma
znaczenia, czy na danym polu znajdzie sie jeden, czy wiecej pionkoéw. Istotny jest jedynie
zbiér poél, na ktérych w danym kroku znajduja sie pionki. Nasza konstrukcja bedzie po-
legata na zbudowaniu automatu deterministycznego, ktorego stanami beda zbiory stanow
automatu niedeterministycznego.
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Przyklad: Nieformalny. Automat akceptujacy stowa, w ktorych przedostatni znak jest
rowny 1. Stany nieosiggalne nie majg znaczenia na dzialanie automatu, wiec mozna ogra-
niczy¢ sie do 4 standéw osiggalnych, co doktadnie odpowiada automatowi zapamietujacemu
dwa ostatnie znaki w stowie.

Przyklad: Nieformalny. Automat akceptujacy stowa o dlugosci podzielnej przez 3 lub
5. Jedyny niedeterminizm polega na wybraniu stanu poczatkowego. Automat determini-
styczny bedzie mial 256 stanoéw, cho¢ tylko 15 bedzie osiggalnych.

3.3.4 Konstrukcja automatu potegowego

Niech M = (@, %, 6, S, F') bedzie automatem niedeterministycznym. Jego determinizacja
bedziemy nazywa¢ automat deterministyczny M’ = (P(Q), %, ', S, F'), gdzie:

§(A a) =0"(A,a)
FF={ACQ:ANF #0}
Pokazemy, ze oba automaty akceptuja te same jezyki.
Lemat: Dla dowolnych A C Q) i z € ¥* zachodzi

(A x) = 6" (A, x)

Dowo6d: Indukcja ze wzgledu na |z|.
Korzystajac z tego lematu, dowod, ze L(M) = L(M') jest natychmiastowy.

3.4 Automaty z e-przejSciami

Mozemy jeszcze rozszerzy¢ pojecie automatu niedeterministycznego, wprowadzajac tzw.
e-przejscia. Sa to przejscia, ktore automat moze w kazdej chwili wykonywaé, nie wezytujac
nic z wejscia.

Przyklad: Automat akceptujacy a*b*c*. Poréwnanie z automatem deterministycznym.

Def. 11 Automat z e-przejsciami, to taka pigtka M = (Q, X, 9, S, F'), gdzie:
e () jest skonczonym zbiorem stanéow,
e X to skonczony alfabet,

e §:Q x (XU{e}) — P(Q) to funkcja przejscia,

17



e S C @ to zbioér stanéw poczatkowych, oraz
e ' C () to zbior stanow akceptujacych.

Przez D(A) oznaczamy zbiér stanéw, ktore mozna osiagnaé z A poprzez e-przejscia.
Rozszerzenie funkcji przejscia 0* : P(Q)) x ¥ — P(Q) definiujemy nastepujaco:

" (A,e) = D(A)
(A, ax) = 0" (0(D(A),a))
Jezyk akceptowany przez automat z e-przejSciami to:
L(M)={xeX":§(S,2) N F # 0}
O

Jak latwo zauwazy¢, automaty bez e-przejs¢ sa tylko szczegdlnym przypadkiem auto-
matow z e-przejSciami. Pokazemy jednak, ze c-przejécia nie zwiekszaja sity wyrazu i ze
zawsze mozna je wyeliminowaé. Zauwazmy, ze z powyzszej definicji 0* wynika, ze wystarczy
w tym celu:

e zastapic¢ S przez D(S5),
e dla kazdego ¢ € Q i a € X zastapi¢ d(q, a) przez D((q, a)).
Zauwazmy, ze:

D(U Ai) = U D(Ai)

czyli

0*(A,za) = [J  D(d(g,0))

q€0*(Ax)

Mozna pokazaé, ze

(S, ) = 8*(D(S), z)
3.5 Roéwnowazno$é wzorcéw i automatéw skoriczonych

Twierdzenie: Jezyk A jest regularny wtw. gdy istnieje taki automat skonczony M, ze
A=L(M).
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Dowéd’ Dowdd rozbijemy na dwie implikacje:

1. Wiemy, ze sita wyrazu wzorcow i wyrazen regularnych jest taka sama. Wystarczy
wiec, ze pokazemy, jak dla wyrazenia regularnego o skonstruowa¢ automat skonczony
akceptujacy L(«). Indukcyjnie po strukturze wyrazenia regularnego « z budujemy
automat z e-przej$ciami, o jednym stanie poczatkowym i akceptujacym, ktory akcep-
tuje stowa pasujace do wzorca.

e ¢, (), a — proste.
e a| 3, of, aff, — rysunek,

2. Dla danego deterministycznego automatu skoriczonego pokazemy wyrazenie regularne
opisujace jezyk akceptowany przez automat. Budujemy wyrazenia regularne opisu-
jace fragmenty automatu: oquw opisuje te stowa, za pomocg ktérych mozna przej$c z
u do v zatrzymujac sie po drodze jedynie w stanach z X. Wyrazenie auXw definiujemy
indukcyjnie ze wzgledu na | X|.

(a) Oznaczmy przez ay, ..., a; wszystkie krawedzie prowadzace z u do v. Wowczas:
o Ja| .. lagle ;5 u=v
au,v - .
ap | ... | ag uFv

(b) Niech q € X.
O‘i(,v — ai;{Q} | Oéi(’q—{Q}(a;fq—{Q})*a;fv—{Q}

Niech F'={fi,..., fi}. Wowczas:

L(M) :L(agfl | ... |a§fl)

Przyktad: |K 9.3/53| Przeksztalcenie automatu w réwnowazne wyrazenie regularne.

Jezyk akceptowany przez automat jest opisany wyrazeniem.

{par}y — Ao} o} \Aprhyx o Ap,r}
App = Gpp |O‘p,q (aq,q )O‘q,p

Patrzac na automat mozemy wywnioskowadé:

ayy = 0"
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oyt =01
alPrh = ¢ 01U000"1 = e | 00%1
alpert = 000

Stad:
a§$QJ}:: 0* | 0*1(¢ | 00*1)*000*

Dalej, wyrazenie to mozna uprosci¢ do € | (0 | 10)*0.

3.6 Wlasnosci domkniecia klasy jezykéw regularnych
Jak juz wcze$niej powiedzieliSmy, jezeli A i B sa jezykami regularnymi, to regularne sg
rowniez: AB, AU B i A*.
Fakt: Niech A i B beda jezykami regularnymi. Woéwczas nastepujace jezyki sa réwniez
regularne:

o A,

e AN B,
Dowéd:

e Niech M bedzie deterministycznym automatem skoriczonym akceptujacym A. Au-
tomat M’ akceptujacy A konstruujemy zmieniajac w M zbiér stanéw akceptujacych
na jego dopelnienie, czyli jezeli:

M = <Q72757507F>

to
M = <Q72757507Q\F>

e 7 praw De Morgana mamy:
ANB=AUB

3.7 Podsumowanie

Reasumujac, sita wyrazu: wzorcoéw, wyrazen regularnych, automatéw deterministycznych,
niedeterministycznych i z e-przejsciami jest dokladnie taka sama. Wszystkie one opisuja
doktadnie klase jezykow regularnych.
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3.8 Praca domowa

e Podaj deterministyczny automat skoniczony akceptujacy stowa nad alfabetem {0, 1}
majace na poczatku 00.

e Podaj niedeterministyczny automat skonczony akceptujacy stowa nad alfabetem {0, 1}
majace na koricu 00.

e Podaj automat skoriczony z e-przejSciami akceptujacy jezyk opisany wyrazeniem re-
gularnym (a*b*) | (ab)x.
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Laboratorium
Cwiczenie wyrazeri regularnych w Uniksie (bez Lexa):
e grep — przypomnienie dzialania, opcja -E i wyszukiwanie réznych wzorcow,

e sed — krotko o idei dziatania, fragment funkcjonalnosci, skupiajac sie na poleceniu
S7

e awk — mozna o nim opowiedzieé, ale to kobyla, wiec tylko jesli jest mnostwo czasu
na to.
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