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Niniejsze notatki do wyktadéow oparte sa na podanej literaturze. Podane w nawiasach
kwadratowych numery podrozdzialow, é¢wiczen itp. odnosza sie wlasnie do wymienionych
ponizej pozycji.

Wyklady oznaczone gwiazdka nalezy pomina¢ na zajeciach z JAO, a uwzgledni¢ na
wyktadach z TO.

Wyklad 1. Wprowadzenie

Celem niniejszego wyktadu (w zaleznosci od przedmiotu) jest:
e zrozumienie podstawowych poje¢ dotyczacych obliczalno$ci, takich jak:

— co to znaczy, ze funkcja jest obliczalna?
— czy s3 funkcje nieobliczalne?

— w jakim stopniu to co mozemy obliczy¢ zalezy od dostepnych konstrukcji pro-
gramistycznych?

e poznanie podstawowych srodkéw opisu sktadni (wyrazenia regularne, gramatyki bez-
kontekstowe),

e poznanie narzedzi wspomagajacych przetwarzanie danych o okreslonej sktadni (flex,
bison).

Nie sa to proste pytania. Szukajac na nie odpowiedzi napotkamy takie pojecia, jak:
e stany,
e przejscia,
e niedeterminizm,

e sprowadzanie (redukcja),



e nieobliczalnosé.

W trakcie badan nad obliczalnoscig pojawilo sie wiele modeli, ktére miaty za zadanie
ujecie pojecia obliczalnoSci. Mozemy je uszeregowaé wg. rosnacej sity wyrazu:

1. automaty skorniczone, wyrazenia regularne (stala skoriczona pamiec),
2. automaty stosowe (stata skonczona pamieé + nieograniczony stos),
3. bez ograniczen:

e maszyny Turinga,
e systemy Posta,
e rachunek A\ (Alonzo Church, Stephen C. Kleene), i inne.

Modele te powstaly na dtugo przed tym zanim powstaly komputery.
Roéwnoczesnie Noam Chomsky, lingwista, probowal sformalizowaé pojecia gramatyks: i
jezyka. Stworzyl on hierarchie jezykéw o rosnacej ztozonosci:

1. gramatyki liniowe,
2. gramatyki bezkontekstowe,
3. gramatyki kontekstowe,

4. gramatyki dowolne.
Hierarchia ta w zadziwiajacy sposob odpowiada wymienionym modelom obliczen:

e gramatyki liniowe = automaty skoriczone = wyrazenia regularne,
e gramatyki bezkontekstowe = automaty stosowe,
e gramatyki kontekstowe = liniowo ograniczone maszyny Turinga,

e dowolne gramatyki = maszyny Turinga.
Czy moze byé to tylko przypadek?

Nalezy pamietac, ze wszystko to sa modele interesujacych nas poje¢. Umiejetnosé postu-
giwania sie niektérymi z nich przydaje sie w praktyce, a w przypadku innych najistotniejsze
beda reprezentowane przez nie pojecia.
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e A. V. Aho, R. Sethi, J. D. Ullman, Kompilatory, WNT, 2002,
e W. M. Waite, G. Goos, Konstrukcja kompilatorow, WNT, 1989.



1.2

Podstawowe pojecia

We wprowadzeniu wspomnieliSmy o obliczeniach i jezykach. Gdy méwimy o obliczaniu,
to zwykle mamy na my$li obliczenie wartosci takiej czy innej funkcji. Gdy za$§ méwimy o
jezyku, to mamy na mysli (potencjalnie nieskoriczony) zbior napisow zlozonych ze znakow
ustalonego (skoriczonego) alfabetu. Jak potaczy¢ te dwa pojecia?

Def.

1 Problem decyzyjny to funkcja, ktéra mozliwym danym wejéciowym przyporzad-

kowuje wartosci logiczne tak/nie. O

Jezyk nie jest niczym wiecej niz problemem decyzyjnym okreslonym dla napiséw nad usta-
lonym alfabetem.

Def.

Def.

2 Alfabet, napis itp.

Alfabet to dowolny niepusty, skoniczony zbiér. Moze to by¢ np. zbioér cyfr dziesietnych,
zbior znakéow ASCII, czy zbior bitow {0, 1}. Alfabet bedziemy zwykle oznaczaé przez
), a elementy alfabetu przez a,b,c, .. ..

Napis nad alfabetem >, to dowolny skonczony ciag elementow . W szczegdlnosci,
pusty ciag jest napisem nad kazdym alfabetem. Oznaczamy go przez ¢. Napisy
bedziemy zwykle reprezentowa¢ przez zmienne z, v, 2, . . ..

Dtugos$é napisu oznaczamy przez | - |. Np. |ala|] = 3, || = 0.

Sklejanie napisOw zapisujemy piszac po sobie sklejane sktadowe. Np., jezeli v =
ala,y = ma,z = kota, to xyz = alamakota. Sklejanie napisow jest laczne, tzn.
x(yz) = (zy)z, a € jest elementem neutralnym sklejania, tzn. ze = ex = .

Przez a" oznaczamy n-krotne powtoérzenie symbolu a. Np. a® = aaaaa. a’ = ¢,
a"t = a"a
Podobnie, przez =" oznaczamy n-krotne powtérzenie napisu z. z° = ¢, 2"! = 2"x.

Przez #,(x) oznaczamy liczbe wystgpieri symbolu a w napisie z, np. #,(ala) = 2.

Prefiksem napisu nazywamy dowolny jego poczatkowy fragment, tzn. z jest prefiksem
y wtw., gdy istnieje takie z, ze xz = y. Jezeli ponadto x # € i x # y, to méwimy, ze
x jest wtaSciwym prefiksem y.

O

3 Zbiory (jezyki) bedziemy zwykle oznaczaé przez A, B, C, . ... Operacje na zbiorach

(napisow):

suma U, przeciecie N, odejmowanie \,

dopelnienie A = ¥*\ A4,



ztaczenie (konkatenacja) zbiorow AB = {zy : x € A,y € B},

potegowanie zbiorow: A% = {e}, A" = A"A,

o A" = U,>0A"; w szczegélnosci X* to zbidr wszystkich napiséw nad alfabetem X;
przyjmujemy, ze 0* = {e},

At = AA*

Zwro¢my uwage na pewne proste wlasnosci operacji na zbiorach:
o {c}A=A{e} = A,
o A=A =0,
e A(BUC)=ABUAC.

1.3 Jezyki jako problemy decyzyjne

Jezyk, to podzbior zbioru X*. Mozemy wiec jezyk traktowaé jak problem decyzyjny, dla
zbioru danych >*.

Czy dla kazdego jezyka istnieje rozpoznajacy go automat skoriczony / automat stosowy
/ program komputerowy. Zdecydowanie nie!

Zbior 2 jest przeliczalny, gdyz jesteSmy w stanie ponumerowaé wszystkie stowa: puste,
jednoliterowe, dwuliterowe, itd. Czyli |X*| = Rg. Jezyk to podzbior ¥*. Czyli wszystkich
mozliwych jezykow jest 2%, Z drugiej strony kazdy mechanizm rozpoznajacy mozna opi-
sa¢ za pomocg stowa — program komputerowy to po prostu stowo. Tak wiec jezykow
jest ilosciowo wiecej niz mechanizmoéw rozpoznajacych. Stad, tylko niektore jezyki mozna
rozpoznawaé¢ automatycznie, niezaleznie od wybranego modelu obliczen.

1.4 Powtoérzenie pojeé dotyczacych relacji
Kiedy relacja jest:
e zZwrotna,
e przechodnia,
e symetryczna,
e antysymetryczna.
Grafowa interpretacja powyzszych poje¢. Pojecie domkniecia relacji:

e zwrotniego,



e przechodniego,
e symetrycznego

i ich interpretacja grafowa.

1.5 Praca domowa
e Jak jest roznica miedzy () i €7 Ile stow zawierajg te jezyki?
e Podaj wszystkie stowa z jezyka {aba, ba, a}{ba, baba}.

e Podaj ktore prefiksy stowa ababbbabab sa réwnoczesnie jego sufiksami.



Cwiczenia
o Cwiczenia na podstawy matematyczne (mozna wykorzystaé¢ przed pierwszym wykta-
dem):

— Operacje na zbiorach. Niech A, B C X. Narysowaé¢ diagram przedstawiajacy
te zbiory. Uszeregowac¢ ponizsze zbiory zgodnie z zawieraniem. Ktore sg sobie

rowne? Ktoére nie sa porownywalne? Rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci
DAG-a.

AU B,
AN B,

*

*

X\ A,

ANBN (X A),

(AUB)\ (AN B),

X\ (AUB),

X\ (AN B),

(A\B)U(B\ A4),

(X\ AU X\ B),

(X\A)N(X\ B),

X\ ((X\A)U(X\ B)),

X\ ((X\A)N(X\B)).

— Pojecia prefiksu, postfiksu, podciagu i podciggu spojnego (podstowa). (W razie
potrzeby wyjasnic te pojecia). Wybieramy dowolny numer telefonu i traktujemy
go jak ciag cyfr. Podaé:

O S S SR R R
=

O S S SR R R

wszystkie prefiksy tego ciagu,
wszystkie postfiksy tego ciggu,
kilka podciagéw (niekoniecznie spdjnych); ile jest wszystkich?

* % % ¥

kilka spojnych podciagéw (podstow); ile jest wszystkich?

— Wybieramy zbiér 2-3 elementowy. Jakie sg jego podzbiory? Ile podzbioré6w ma
zbiér n-elementowy?

e proste prze¢wiczenie wprowadzonych pojeé¢ na przyktadach, np.:
— {a, ab, ba, baba} N {ab, ba}?,
- {a7 Cl,b, ba’} \ {a}*{bb}*{a}*



e ¢wiczenia na sprawdzanie roznych tozsamosci (w przypadku prawdziwych uzasad-
nienie, w przypadku falszywych kontrprzyktad; jesli zachodzi zawieranie, to w ktora
strone?):

- (AUuB)UC =AU (BUC),
- (AuB)NC =AU (BNC),
- (AuB)NC C AU (BNC),
- A(BUC)=ABU AC,
— A(BNC)=ABnNAC,
- A(BNnC)C ABn AC,
— (AB)* = A*B*,
- (AUB)" = (A"B")",
— At = A+*,
- (AUB)=ANB.
e Co to za jezyki:
— (ANnAY),
— A*\ AT,
- (ANB)"\ (4" U B),
— {a, ba, bb, ab}*,
— (EX)*, (stowa parzystej dtugosci),
— (EX)*, (stowa nieparzystej dtugosci),
— X(XX)* (tez stowa nieparzystej dtugosci),
— [II¥XXA (a to jest po grecku pizza :-).

e Uzywajac symboli i operacji wprowadzonych na pierwszym wykladzie (czyli operacji

na stowach, zbiorach, jezykach i definicji zbior6w) zdefiniowa¢ jezyki:
— stowa zawierajace tyle samo liter a i b,
— stowa nad alfabetem {a, b} (nie)parzystej dlugosci,
— alarmowe, skrécone i miedzymiastowe numery telefoniczne,

— inne ...

e |HU ¢éw.1.7] Poda¢ domkniecie zwrotnio-przechodnie i domkniecie symetryczne relacji

{(1,2),(2,3),(3,4), (5,4)}.

e Pokazac, ze nastepujace relacje sa relacjami rownowaznosci:



— stowa z i y sa w relacji wtw., gdy |z| = |y,
— slowa z i y sa anagramami,

— jezyki A i B sa w relacji wtw., gdy A* = B*.
e Pokaza¢, ze nastepujace relacje sa czeSciowymi porzadkami:

— relacja zawierania C na jezykach nad ustalonym alfabetem,
— relacja porzadku leksykograficznego na stowach,

— relacja bycia prefiksem.



Wyktlad 2. Deterministyczne automaty skonczone i jezyki
regularne

Stan i przejscie — intuicje. Zakladamy, ze przejscia sa natychmiastowe — jest to matema-
tyczna abstrakcja. Przyklady systemow ze stanami i przejSciami:

e kostka Rubik’a,
e zegarek cyfrowy,
e sterownik windy,

e wszechswiat (?).

Przyklad: Konstrukcja automatu modelujacego dziatanie video. Modelujemy podsta-
wowe typy pracy i klawisze: play, stop, pause, fwd i rew.

Przyklad: Problem misjonarzy i kanibali. Na brzegu znajduje sie¢ trzech misjonarzy i
trzech kanibali. Maja do dyspozycji todke. W t6dce moga sie zmiesci¢ maksymalnie dwie
osoby. Wiostowaé¢ umieja wszyscy kanibale i jeden misjonarz. Jezeli na ktérymkolwiek
brzegu zostanie wiecej kanibali, niz misjonarzy, to misjonarze zostang . . .zjedzeni.

Obserwujemy sekwencje ruchéw todki wraz z jej pasazerami. Skonstruowaé diagram
systemu akceptujacego takie sekwencje ruchow, ktoére prowadza do przeptyniecia wszystkich
na drugi brzeg.

Def. 4 Automat skoriczony (deterministyczny):
M =(Q,%,0,s, F)
gdzie:
e () to skonczony zbiér standw,

e X to skonczony alfabet wejsciowy,

§: QXX — Q to funkcja przejicia; 6(q, a) to stan do ktoérego przechodzimy ze stanu
q na skutek wczytania znaku a,

s to stan poczatkowy,

F C @ to zbior stanow akceptujacych.



Aby okresli¢ automat musimy podaé¢ informacje o wszystkich pieciu elementach. Mozemy
to zrobi¢ formalnie, lub w postaci tabelki:

a b

— 0 |1 0
1 |2 1

2 |3 2
3F |3 3

lub tez diagramu:

b b b
Q a Q a Q a

S

Zaletay takich diagramow jest np. to, ze nie ma konieczno$ci nazywania stanow.

Dane dla automatu to dowolny napis x € ¥*. Opis dzialania: Zaczynamy w stanie
poczatkowym i zmieniamy stany zgodnie ze znakami na wejSciu. Po wczytaniu calego
stowa jesteSmy w jakimg$ stanie. Stowo jest akceptowane, wtw., gdy stan koncowy jest
akceptujacy.

Przyklad: Dziatanie powyzszego automatu dla stéw baabbab i babbab.

Def. 5
0 :QxY —Q

0*(q,€) = ¢
0*(q,xza) = §(6 * (¢, x),a)

Automat akceptuje stowo x wtw., gdy 6*(s,z) € F.
Jezyk akceptowany przez automat, to:

LM)={ze ¥ :§"(s,x) € F}

Powiemy, ze jezyk A jest regularny, jesli istnieje taki automat skonczony M, ze A = L(M).
O

Przyklad: Automat akceptujacy {a,b}*aa{a,b}*. Stany reprezentuja zliczane kolejne z
rzedu literki a.
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Przyklad: Automat akceptujacy {z € {0,1}* :  w uktadzie binarnym jest podzielne
przez 3 }. Stany reprezentuja reszty modulo 3. Formalny dow6d poprawnosci.

0 = 2z = (2(rmod3))mod3

xl =2r+ 1= (2(zmod2) + 1)mod3

2.1 Wilasnosci domkniecia klasy jezykoéw regularnych

Twierdzenie: Niech A i B beda jezykami regularnymi. Woéwczas nastepujace jezyki sa
rowniez regularne:

e AUB,
e AN DB,
o A
e AB,
o A*
Dow6d: Niech M, akceptuje A, a M, akceptuje B.

e Dopetlnienie — przez dopelnienie F'.

e Konstrukcja automatu produktowego Ms. Lemat: 85((p,q),z) = (05(p, x),d5(q, x)).
Dowdd indukeyjny. Z lematu mamy: L(M;) = L(M;) N L(M,).

e 7 praw De Morgana mamy sume jezykow.

e Sklejenie i gwiazdke zostawiamy na potem.

11



Cwiczenia
e [K Hw. 1.1] podaj deterministyczny automat skonczony dla jezykow:
— stowa nad alfabetem {4, 8,1} zawierajace podstowo 481,

— stowa nad alfabetem {a} o dlugosci podzielnej przez 2 lub 7,

— stowa nad alfabetem {0, 1}, ktore zawieraja parzysta liczbe zer, a liczba jedynek
jest podzielna przez 3,

— stowa nad alfabetem {a,b} zawierajace przynajmniej 3 wystapienia stowa bbb
(by¢ moze zachodzace na siebie),

— zapisy w uktadzie trojkowym liczb podzielnych przez 4.
e [HU ¢éw. 2,5] podaj deterministyczny automat skonczony dla jezykow:

— stowa zakoniczone na 00,
— stowa zawierajace trzy zera z rzedu,
— stowa, w ktorych co piaty symbol, liczac od poczatku, jest jedynka,

— stowa, w ktorych kazde kolejne 5 symboli, liczac od poczatku, zawiera przynaj-
mniej dwa zera.

Skoriczony automat deterministyczny rozpoznajacy te stowa, w ktérych na parzystych
pozycjach wystepuja 1-ki.

Skoriczony automat deterministyczny rozpoznajacy te stowa, w ktorych kazde trzy
kolejne znaki, liczac od poczatku stowa, zawieraja choéjedng 1-ke.

Automat akceptujacy stowa:

— zawierajace podstowa abb,
— nie zawierajace podstowa aba,

— zawierajace dany numer telefonu, np. 625623, czyli *625623* (dobrze, zeby nu-
mer telefonu byt troche ztosliwy i zawieral swoje wlasne prefiksy).

|[K Ex. 2] Podaj automaty akceptujace przeciecie/sume jezykow akceptowanych przez
ponizsze automaty:

a b a b

— 112 2 — 11 2

F 2|1 1 F 2|12 1
a b ‘a b

— 112 3 — 71 3|2
F 2|3 1 211 3
F 3|1 2 F 3|2 1

12



b
2
1

— N
— N
N | o

— 1 — 1
F 2 F 2

[K Hw. 1.2] Podaj automaty akceptujace przeciecie/sume jezykow akceptowanych
przez ponizsze automaty:

N
N =
— NS

—_
F

Automat akceptujacy zapisy 10-tne liczb podzielnych przez 3.

Automat akceptujacy:

- {ab}*’

— {ab}* U {ba}*
[HU éw. 2.3] Rozwazamy mechanizm pokazany na rysunku. Stosownie do wczyty-
wanych znakéw, wrzucamy kulki w miejscach oznaczonych a i b. Kulki spadajac
wybieraja kierunki zgodne z ustawieniem zapadek. Jednak kulka spadajac powo-
duje zmiane ustawienia zapadki. Zamodeluj przedstawiony mechanizm jako automat

skoniczony. Rysunek przedstawia stan poczatkowy. Jesli kulka wypadnie w miejscu
oznaczonym ,akceptuj”’, to stan powinien by¢ akceptujacy.

5

Akceptuj Odrzuc
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Wyktad 3. Automaty niedeterministyczne’’*°

3.1 Intuicje

,Rozklekotany” automat deterministyczny. Nie wiadomo doktadnie jaki ruch wykona, moze
wykona¢ niedeterministycznie jeden z wielu ruchéw. Symulacja: diagram to plansza, po
ktorej przesuwamy pionki. Jesli ze stanu, w ktérym jest pionek wychodzi wiele krawedzi
oznaczonych symbolem wyjSciowym, to stawiamy pionki we wszystkich stanach docelo-
wych; jezeli z danego stanu nie wychodzi zadna taka krawedz, to pionek znika. Podobnie
mozemy mie¢ wiecej niz jeden stan poczatkowy — na poczatku symulacji ustawiamy pionki
we wszystkich stanach poczatkowych.

Automat akceptuje stowo jesli po zakonczeniu symulacji w ktorymkolwiek ze stanow
akceptujacych bedzie znajdowaé sie pionek. Innymi slowy, automat akceptuje stowo jesli
moze si¢ zdarzy¢ takie obliczenie, ktore prowadzi do jego zaakceptowania.

Mozna o tym pomysleé jak o przeplatajacych sie dwoch procesach: zgadywania rozwia-
zania i jego weryfikacji.

Przyklad: Nieformalny. Automat akceptujacy stowa, w ktorych przedostatni znak to 1.
Symulacja dla stowa 0110010.

3.2 Definicja automatu
Def. 6 Automat niedeterministyczny, to piatka M = (Q, %, 6, S, F'), gdzie:
e () to skonczony zbiér stanow,
e X to skonczony alfabet wejsSciowy,
e ) to funkcja przejscia 0 : Q@ x ¥ — P(Q) (= relacja 6 C Q x X X Q),
e S C ( to zbioér stanéw poczatkowych,
e [ C () to zbior standéw akceptujgcych.
Rozszerzenie funkcji przejscia 0* : P(Q) x ¥* — P(Q) definiujemy nastepujaco:
i*(Ae)=A
(A, ax) = 0"(0(A,a), )

Automat M akceptuje stowo z wtw., gdy 0*(S,z) N F # (.
Jezyk akceptowany przez automat, to:

L(M)={zeX¥ :6(S,2)NF # 0}
O
Automaty deterministyczne mozemy traktowac jako szczegdlny przypadek automatow

niedeterministycznych.
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Fakt: Niech M = (Q,%,d,s, F) bedzie automatem deterministycznym. Woéwczas au-
tomat niedeterministyczny M’ = (Q,3,0', {s}, F), gdzie §'(q,a) = {d(q,a)} akceptuje
doktadnie ten sam jezyk

L(M) = L(M’)

Kilka wtasnosci funkcji o*:
Lemat: Dla dowolnych x,y € ¥* mamy 0*(A, zy) = §*(6*(A4, z),y).
Dowéd: Przez indukcje ze wzgledu na |y|.

Lemat: Funkcja 6* jest roztaczna ze wzgledu na sumowanie zbioréw, tzn.:

Dowdd: Przez indukcje ze wzgledu na |z|.

3.3 Determinizacja automatu

Pokazemy, ze sila wyrazu automatéw niedeterministycznych jest doktadnie taka sama, jak
deterministycznych. W tym celu musimy pokazaé, ze dla kazdego automatu niedetermini-
stycznego istnieje rownowazny mu automat deterministyczny.

Zauwazmy, ze w trakcie symulacji dzialania automatu niedeterministycznego nie ma
znaczenia, czy na danym polu znajdzie sie jeden, czy wiecej pionkoéw. Istotny jest jedynie
zbiér poél, na ktérych w danym kroku znajduja sie pionki. Nasza konstrukcja bedzie po-
legata na zbudowaniu automatu deterministycznego, ktorego stanami beda zbiory stanow
automatu niedeterministycznego.

Przyklad: Nieformalny. Automat akceptujacy stowa, w ktorych przedostatni znak jest
rowny 1. Stany nieosiggalne nie majg znaczenia na dziatanie automatu, wiec mozna ogra-
niczy¢ sie do 4 standéw osiggalnych, co doktadnie odpowiada automatowi zapamietujacemu
dwa ostatnie znaki w stowie.

Przyklad: Nieformalny. Automat akceptujacy stowa o dlugosci podzielnej przez 3 lub
5. Jedyny niedeterminizm polega na wybraniu stanu poczatkowego. Automat determini-
styczny bedzie mial 256 stanéw, choé tylko 15 bedzie osiggalnych.
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3.3.1 Konstrukcja automatu potegowego

Niech M = (@, %, 6,5, ) bedzie automatem niedeterministycznym. Jego determinizacja
bedziemy nazywa¢ automat deterministyczny M’ = (P(Q), %, 0', S, F'), gdzie:

§(A, a) =0%"(4,a)
F'—{ACQ:ANF +0}

Pokazemy, ze oba automaty akceptuja te same jezyki.

Lemat: Dla dowolnych A C Q) i z € ¥* zachodzi
(A, z) = 0" (A, )

Dowo6d: Indukcja ze wzgledu na |z|.
Korzystajac z tego lematu, dowod, ze L(M) = L(M') jest natychmiastowy.

3.4 Automaty z e-przejSciami

Mozemy jeszcze rozszerzy¢ pojecie automatu niedeterministycznego, wprowadzajac tzw.
e-przejscia. Sa to przejscia, ktore automat moze w kazdej chwili wykonywacé, nie wezytujac
nic z wejscia.

Przyklad: Automat akceptujacy a*b*c*. Poréwnanie z automatem deterministycznym.

Def. 7 Automat z e-przej$ciami, to taka piatka M = (@, X, 9, S, F'), gdzie:
e () jest skonczonym zbiorem stanéow,
e X to skonczony alfabet,
e §:Q x (XU{e}) — P(Q) to funkcja przejscia,
e S C ( to zbior stanéw poczatkowych, oraz

e ' C () to zbior stanéow akceptujacych.

Przez D(A) oznaczamy zbioér stanéow, ktore mozna osiagnaé z A poprzez e-przejscia.
Rozszerzenie funkcji przejscia 0* : P(Q) x ¥ — P(Q) definiujemy nastepujaco:

*(A,e) = D(A)
6"(A, ax) = 0"(6(D(A), a))
Jezyk akceptowany przez automat z e-przejSciami to:

L(M)={zxeX":6*S,z)NF # 0}
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Jak latwo zauwazy¢, automaty bez e-przejs¢ sa tylko szczegdlnym przypadkiem auto-
matow z e-przejSciami. Pokazemy jednak, ze c-przejécia nie zwiekszaja sity wyrazu i ze
zawsze mozna je wyeliminowaé. Zauwazmy, ze z powyzszej definicji 0* wynika, ze wystarczy
w tym celu:

e zastapic¢ S przez D(S5),
e dla kazdego ¢ € Q i a € X zastapi¢ d(q, a) przez D((q, a)).
Zauwazmy, ze:

D(U Az‘) - U D(Az'>

czyli

0*(A,za) = [J  D(d(g,0))

q€d*(A,)

Mozna pokazaé, ze

6*(S,x) = 6" (D(S),x)
3.5 Podsumowanie

Reasumujac, sita wyrazu automatéw deterministycznych, niedeterministycznych i z e-
przejSciami jest dokladnie taka sama.

17



Cwiczenia
e [K Ex. 3] Automat niedeterministyczny — jaki jezyk akceptuje ten automat. Hi-
storyjka o rozmnazaniu sie automatéw, gdy mozliwych jest wiele przej$¢ i ginieciu
kopii, gdy brak jest przejscia. Automat akceptuje stowo, gdy cho¢ jedna jego kopia
je zaakceptuje. Zdeterminizowaé¢ ponizszy automat.

Podaj automat niedeterministyczny akceptujacy wszystkie stowa zawierajace stowo
bababba. Poréwnaj go z automatem deterministycznym stworzonym recznie i w wy-
niku determinizacji automatu niedeterministycznego.

|K Hw. 2.1] Determinizacja automatu.

|[K Ex. 4.a] Determinizacja automatu. Pomin w konstrukeji stany nieosiagalne.

a

N
b b

a

[K Ex. 5] Determinizacja automatu. Pominn w konstrukeji stany nieosiggalne. Podaj
jakie zbiory stanéw automatu niedeterministycznego odpowiadajg stanom automatu

deterministycznego.

ab

Q R = Sy
s t u

1%
a b a, b
a a b

Q @ @ %

N t u
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e Determinizacja automatu. Pominn w konstrukcji stany nieosiggalne.
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Wyktlad 4. Wyrazenia regularne i automaty

4.1 wprowadzenie

Opowiastka o wyrazeniach regularnych w Unixie. Tu rozpatrujemy duzo ubozszg wersje,
ale to dlatego, ze nie interesuje nas praktyczna poreczno$é, ale teoretyczna sita wyrazu.

4.2 Wzorce
Def. 8 ¢,0,a,a8,anB,aUpfB, a* o, a O

Przyklad:
e (a*bba*) N (abU ba)*,
e zapisy dziesietne liczb naturalnych.
Definicja L(«).
e Jak sprawdzi¢, czy stowo pasuje do wzorca?
e (Czy jakiekolwiek stowo pasuje do wzorca?
e Czy dla kazdego jezyka istnieje opisujacy go wzorzec? Nie.
e Czy wszystkie operacje sa potrzebne? Nie.

Def. 9 Roéwnowazno$é wzorcow =. O

Tozsamosci dotyczace wzorcow:
* a(fUy)=afUay,

(BU7)a = faUye,

+

at=aUaat=aUaTa,
(aB)'a = a(fa)r,

(OZ*)* = Oé*,

(@) = (U )"

4.3 Wyrazenia regularne

Definicja wyrazen regularnych jako wzorcow w ktorych nie wystepuja: N, @i *.
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4.4 Roéwnowazno$é wzorcéw, wyrazen regularnych i automatéw
skornczonych

Twierdzenie: Nastepujace stwierdzenia sg réwnowazne:
a) A jest regularny, tzn. istnieje taki automat skonczony M, ze A = L(M),
b) A = L(a) dla pewnego wzorca «,

c) A= L(«a) dla pewnego wyrazenia regularnego a.

Dow6d’™740;  Pokazemy, ze c¢) = b), b) = a) i a) = c).
c) = b) Oczywiste, bo kazde wyrazenie regularne jest wzorcem.

b) = a) Indukcyjnie po strukturze o budujemy automat z e-przej$ciami, o jednym stanie
poczatkowym i akceptujacym, ktory akceptuje stowa pasujace do wzorca.
e ¢, ), a — proste.
e Dla o = 3 konstrukcja przebiega w kilku krokach:
1. eliminacja e-przejé¢ i determinizacja automatu akceptujacego (3,
2. dopelnienie zbioru stanéw akceptujacych,
3. sprowadzenie zbioru stanéw akceptujacych do jednego stanu.

e aUf, at, aff — rysunek,

e Dla o = N~ia=p" wykorzystujemy tozsamosci:
pNy=pU7
B =ecUpt
X

a) = c¢) Budujemy wyrazenia regularne opisujace fragmenty automatu: «;, opisuje te
stowa, za pomoca ktérych mozna przej$¢ z v do v zatrzymujac sie po drodze jedynie
w stanach z X. Wyrazenie auXw definiujemy indukcyjnie ze wzgledu na |X|.

1. Oznaczmy przez ay, ..., a; wszystkie krawedzie prowadzace z u do v. Wowczas:

9 ) anU...UagUe ; u=v
Tl U Ua u# v

2. Niech q € X.
auX,v — auX,;{q} U aqu—{fI} (Oégfq—{fI})*a;i}—{Q}

Niech F' ={f1,..., fi}. Wowczas:



Przyktad: |K 9.3/53] Przeksztalcenie automatu w rownowazne wyrazenie regularne.

Jezyk akceptowany przez automat jest opisany wyrazeniem.

ol = off Dol ol ey

Patrzac na automat mozemy wywnioskowac:

ayyt = 0"

{1} _ o
a bt =071

alrrh = £U01U000°1 = £ U00%1
{nar} — 00"
alpert = 000

Stad:
alPerh = 0* U 0*1(c U 00*1)*000*

Dalej, wyrazenie to mozna uprosci¢ do € U (0 U 10)*0.

4.5 Zastosowania automatéw skornczonych

e Analizatory leksykalne (BUK).
e Rozpoznawanie wzorcow.

o Weryfikacja systemoéw — model checking.

4.5.1 Rozbudowana dygresja — BDD'?

BDD (ang. binary decision diagrams) to przyklad ciekawej struktury danych, ktora z jedne;
strony jest szczegélnym rodzajem automatu skonczonego, a z drugiej jest stosowana w
weryfikacji modelowej do bardzo efektywnego reprezentowania duzych automatow.

Na BDD mozemy patrze¢ jak na reprezentacje (semantyki) formuly zdaniowej. Po-
wiedzmy, ze w formule moga wystepowa¢ zmienne zdaniowe x1,x,,...,z,. Wowczas, se-
mantyka formuty zdaniowej jest funkcja przypisujaca wartoSciowaniom zmiennych wartosci
prawda/falsz. Kazde wartosciowanie zmiennych mozemy reprezentowaé jako cigg n war-
tosci 0/1, czyli jako stowo nad alfabetem {0, 1}, dtugosci n.
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BDD mozemy traktowa¢ jak deterministyczny automat skonczony rozpoznajacy do-
ktadnie te stowa dlugosci n nad alfabetem {0, 1}, ktére odpowiadaja wartoSciowaniom
spetniajacym dang formute. Stany BDD sa ulozone ,pietrami” — na najwyzszym pietrze
jest tylko jeden stan poczatkowy, a na najnizszym pietrze dwa stany ,prawda” i ,falsz”.
Z kazdego stanu (poza stanami ,prawda” i ,falsz”) wychodza dwa przejscia (dla 0 i 1)
prowadzace o jedno pietro w dot.

Dla danej formuty zdaniowej moze istnie¢ wiele (rownowaznych) automatow reprezen-
tujacych ja. Od BDD wymagamy jednak, aby byl to minimalny automat skonczony. Mini-
malizacja BDD przebiega zgodnie z algorytmem opisanym w p. 6, cho¢ dzieki ,,pietrowe;j”
budowie BDD mozna go zaimplementowaé efektywniej. Minimalizujemy BDD od dotu, po
jednym pietrze na raz.

Dzieki minimalizacji, dla kazdej formuty zdaniowej mamy doktadnie jeden BDD repre-
zentujacy ja. Pozwala to na latwe stwierdzenie, czy dwie formuly sa rownowazne (musza
mie¢ identyczne BDD), czy formuta jest tautologia (musi by¢ rownowazna prawdzie), lub
czy jest spelnialna (stan ,prawda” musi by¢ osiagalny).

Konstrukcja BDD reprezentujacego dang formute zdaniowa przebiega zgodnie z jej
strukturg. tatwo mozna zbudowa¢ BDD reprezentujace formuty prawda, falsz, czy x;.
Jesli mamy BDD reprezentujacy formute ¢, to tatwo mozna z niego zrobi¢ BDD reprezen-
tujacy - — wystarczy zamienié rola stany ,prawda” i falsz” (a wiec tak samo jak przy
konstrukeji automatu akceptujacego dopelnienie jezyka).

Konstrukcja BDD dla koniunkcji i alternatywy jest trudniejsza. Oczywiscie mozna
zbudowa¢ odpowiedni automat produktowy i zminimalizowa¢ go. Koszt takiego algo-
rytmu jest doktadnie taki, jak iloczyn liczb stanéw BDD reprezentujacych cztony alterna-
tywy /koniunkcji. BDD wynikowy nie musi mieé¢ jednak az tyle stanow, moze by¢ mniejszy.
Ponizej opiszemy krotko algorytm, ktory ma taks sama ztozonoéé pesymistyczng, ale moze
tez zachowywacé sie lepiej.

Niech ® oznacza dowolny binarny operator boolowski (np. koniunkcje lub alternatywe).
Niech M; i M, bedg BDD reprezentujacymi, odpowiednio, formuty ¢; i py. Szukamy BDD
M’ reprezentujacego ¢1 ® ©s.

Jesli M jest BDD, to przez M|a oznaczymy BDD, ktorego stanem poczatkowym jest
stan, do ktorego przechodzimy ze stanu poczatkowego M pod wplywem a. Inaczej mowiac,
M|a to zawezenie M do tych wartosciowan, w ktorych x; = a. Oczywiscie M ma jedno

,pietro” mniej niz M;.
N

MO M}:

Konstruujac M’ opieramy si¢ na nastepujacej tozsamosci:

(Pr1®@@a) A (11 =a) = (g1 A (11 =a)) @ (P2 A (71 = a))
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czyli M'|a = Mi|a ® Ms|a. Tak wiec M' mozna skonstruowa¢ w nastepujacy sposob:

M, @ Mo

» N » N
M;10 M |1 M,|0 M,|1
Oczywiscie bezposrednia implementacja tego pomyshu, jako procedury rekurencyjnej ma

zlozono$¢ wykladnicza. Jezeli oznaczymy przez n,; liczbe wierzchotkéw w M; na k-tym
pigtrze, to mozna uzyskac ztozonos¢ ©(37_; ny; - ny ;). (Patrz zadanie z *-ka.)
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Cwiczenia
e [K Hw. 3.1] Dla ponizszych jezykow podaj wyrazenia regularne:
— {x|x zawiera parzysta liczbe symboli a},
— {x|z zawiera nieparzysta liczbe symboli b},

— {x|z zawiera parzysta liczbe symboli a lub nieparzysta liczbe symboli b},
e Podaj wyrazenia regularne opisujace jezyk ztozony ze stow:

— nad alfabetem {a, b}, ktore nie zawieraja podstowa aa,

— nad alfabetem {a, b, ¢}, ktore nie zawieraja podstowa aa,

— nad alfabetem {a, b}, ktore zawieraja podstowo bbab,

— nad alfabetem {a, b, ¢} zlozonych tylko z jednego rodzaju symboli,

— nad alfabetem {a, b, ¢} zlozonych co najwyzej z dwoch rodzai symboli.

[HU ¢éw.2.11, a) b)| Opisz jezyki reprezentowane przez nastepujace wyrazenia regu-
larne:

— (11U 0)*(00U 1)*,
— (1U01U001)* (¢ UOUO00),

|[K Ex. 11] Dla ponizszych jezykoéw podaj wyrazenia regularne:

— {x € {a,b}*| z nie zawiera podstowa a},

— {x € {a, b}*| x nie zawiera podstowa ab},

|[K Ex. 12] Dopasuj automaty niedeterministyczne i wyrazenia regularne. ....

|[K Ex. 13] Dopasuj automaty niedeterministyczne i wyrazenia regularne. ....

[K Ex. 14] Podaj automat niedeterministyczny o czterech stanach odpowiadajacy
wyrazeniu regularnemu (01 U011 U 0111)*.

|[HU ¢éw.2.12] Podaj automaty skonczone odpowiadajace nastepujacym wyrazeniom
regularnym:

— 10U (0U11)0*1,

— 01[((10)* U 111)* U 0]*1,

— ((ounOu)*U((buL)(OUL)(OUT))*™

|[K Ex. 16] Podaj automat deterministyczny odpowiadajacy nastepujacym wyraze-
niom regularnym:
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— (00U 11)*(01 U 10)(00 U 11)*,
— (000)* U (00)*1,
— (0(01)*(1 U 00) U 1(10)*(0 U 11))*.

e |K Ex. 15] Podaj wyrazenie regularne odpowiadajace automatowi niedeterministycz-

nemau.
a,b

a,b b

e [K Ex. 17] Podaj wyrazenie regularne odpowiadajace automatowi deterministycz-

nemau.
b

RN

b a

b

e |K Ex. 18] Poréwnaj wyrazenia regularne pod katem réwnosci/zawierania sie¢ odpo-
wiadajacych im jezykow. Odpowiedzi uzasadnij. Udowodnij pomocnicze réwnanie
a(ba)* = (ab)*a.

1) (OUl)* 0 Ul
2) 0(120)*12 01(201)%2,
3) 0 e*,

N vy (0

5) (01U0)*0 0(10U0)".

e |K Ex. 19] Oznaczmy o = (aUb)*ab(aUb)*. Podaj wyrazenie regularne odpowiadajace
wzorcowi @, zaktadajac, ze:

1. ¥ = {a,b},
2. ¥ ={a,b,c}.
e [HU ¢éw. 2.13] Podaj wyrazenia regularne odpowiadajace automatom:
0
] O
0 ! :
1
‘\_//@1
0 0
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e Podaj wyrazenia regularne odpowiadajace automatom:

a,b
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Wyktlad 5. Lemat o pompowaniu dla jezykéw regular-
nychJFA,JAO

Nie kazdy jezyk jest regularny. Standardowy przyktad to A = {a™0™ : n > 0}.

Dowo6d (niewprost): Niech M = (Q,,4, s, F') bedzie automatem akceptujacym A i
niech n = |Q|. Woéwczas z zasady szufladkowej Dirichleta istnieje taki stan ¢, u > 0 oraz
v>0,2en=u+0v, 6 (s,a") = §*(¢,a") = q. Wowczas tak samo jest akceptowane, lub
nie, stowo a“b™ i a"b"™. Sprzecznosé.

Lemat o pompowaniu (r = p) Niech A bedzie jezykiem regularnym. Wowczas istnieje
takie k, ze dla dowolnych stow z,y i z takich, ze xyz € A oraz |y| > k istnieja takie stowa
u,v,w, ze y = uvw, v # ¢ i dla wszystkich i > 0 zuv'wz € A.

Dowo6d

Lemat o pompowaniu — sformulowanie odwrotne (—p = —r) Niech A bedzie
jezykiem. Przypusémy, ze dla wszystkich k > 0 istniejg takie stowa x,vy, 2z, ze zyz € A,
ly| > k oraz dla dowolnych u,v,w takich, ze y = uvw, v # &, istnieje takie i > 0, ze
ruv'wz € A, wowezas A nie jest regularny.

Intuicja — gra ze zlo$liwym Demonem. Demon stara sie pokazaé, ze jezyk mimo
wszystko jest regularny.

1. Demon wybiera k. (Jesli A jest faktycznie regularny, to Demon moze wybraé¢ za k
liczbe stanéw automatu akceptujacego A).

2. Wybierasz takie x,y, z, ze xyz € A i |y| > k.
3. Demon dzieli y na takie u, v, w, ze y = uvw, v # €.
4. Wybierasz ¢ > 0.

Jesli zuviwz € A, to wygrales, wpp. wygral Demon. Wlasnoé¢ opisana w odwrotnym
sformutowaniu lematu o pompowaniu odpowiada istnieniu strategii wygrywajacej.
Zastosowanie lematu o pompowaniu do jezyka A = {a"0" : n < 0}.

Przyklad: C = {a™ : n > 0}. Demon wybiera k. Wybieramy z = z = ¢ i y = a*.
Powiedzmy, ze Demon wybiera u, v, w dtugosci odpowiednio 7, m,n. Musimy teraz wybrac
takie 7, zeby zuv'wz € C. Zauwazmy, ze |ruv'wz| = j +im +n = k! + (i — 1)m. Niech
i = (k+ 1)+ 1. Wowczas |zuv'wz| = k! + (k+ 1)!m = k(1 + (k 4+ 1)m). Gdyby dla
pewnego p zachodzito k!(1 4+ (k+ 1)m) =pl, top(p—1)---(k+1) =1+ (k+ 1)m. Jest
to jednak niemozliwe, bo lewa strona jest podzielna przez k + 1, a prawa nie. Tak wiec
wygraliSmy, czyli C' nie jest regularny.
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5.1 Jak sobie ulatwi¢ dowodzenie

Jesli chcemy pokazaé, ze jakis jezyk nie jest regularny, to mozemy skorzysta¢ z wtasnosci
domkniecia klasy jezykow regularnych. Rozumujemy przy tym niewprost — gdyby jezyk
A byl regularny, to B tez, a ze B nie jest, to i A nie moze by¢.

Przyklad: Rozwazmy D = {x € {a,b}* : #,(z) = #u(x)}. Gdyby byl on regularny, to
D Na*b* = {a™" : n > 0} tez bylby regularny, a nie jest.

Przyktad: Jezyk E = {a"0™ : n > m}. Dowod przez przeciecie z rev E.
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Cwiczenia
e [K Hw. 4.1] Pokaz, ze dane jezyki nie sg regularne:
1. {a"b™ :n =2m},
2. {z € {a,b,c}* : x jest palindromem, tzn. x = rev(z)},
3. {z € {a,b,c}* : dlugos¢ stowa z jest kwadratem },
4. poprawne wyrazenia nawiasowe.
e [K Ex. 35| Pokaz, ze jezyk {ww : w € {0,1}*} nie jest regularny.
e Przyktad jezyka regularnego i jak lemat o pompowaniu jest dla niego spelniony ((0U
1)%).
e |[K Ex. 37| Ktore z podanych jezykow sa regularne, a ktore nie? Odpowiedzi uzasadnij.

{a"v®™ :n >0Am >0},
{a™™ : n # m},

{aP~! : p jest liczby pierwsza },
{zcx : x € {a,b}"},

{zey - 2,y € {a,b}"},
{a"b"2 1 n > 0},

{a™™ :n —m < 42},
{a™™ :n>mAm <42},
{a™™ :n >m > 42},

10. L((a*b)*a*),

11. {a™b"c" : n > 0},

© ® N oW N

12. sktadniowo poprawne programy w Pascalu.

e |K Ex. 38| Ktore z podanych jezykow sa regularne, a ktore nie? Odpowiedzi uzasadnij.

1. {z: #1(x) =2 #o(x)},
2. {z: #1(x) — #o(x) < 42},
)

3. {z: #1(x) - #o(x) jest liczba parzysta }.
e |HU ¢éw. 3.1] Ktore z podanych jezykow sag regularne, a ktore nie? Odpowiedzi uza-
sadnij.

1. {a* :n>1},
2. {0m170™+" : m,n > 1},
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3. zbior wszystkich napiséw nad alfabetem {0, 1} nie zawierajacych trzech zer z
rzedu,

4. {zwrev(x) : z,w € {0,1}*}.
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Wyktad 6. Minimalizacja deterministycznych automatéw

skoniczonych’™ "

Przyktad: |K str. 77| Determinizacja automatu akceptujacego stowa zawierajace aba.

a,b a.b

Mozna usunaé¢ stany nieosiggalne, pozostaje wowczas:

Dalej mozna sklei¢ trzy stany akceptowalne, gdyz po ich osiggnieciu i tak stowo zostanie
zaakceptowane.
b a ab

W tym przypadku rozwigzanie jest oczywiste, a w og6lnosci?

6.1 Dowdd istnienia automatu minimalnego
e Definicja jezykow ilorazowych A ,.

o Zwiagzek miedzy jezykami ilorazowymi, a stanami deterministycznego automatu skon-
czonego akceptujacego dany jezyk, oraz relacja przejscia.

e Tw. Myhill-Neroda.

e Zwiagzek miedzy liczbg jezykow ilorazowych, a liczba stanéw automatu akceptujacego
dany jezyk.

e Konstrukcja minimalnego automatu akceptujacego.

e Obserwacja: Automat minimalny mozna uzyskaé przez usuniecie stanéw nieosiggal-
nych i sklejenie stanéw odopwiadajacych takim samym jezykom ilorazowym.
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6.2 Konstrukcja automatu minimalnego
Algorytm minimalizacji sktada sie¢ z dwoch faz:
1. usun stany nieosiggalne,
2. posklejaj ze sobg ,rownowazne” stany.
To, ktore stany sa osiaggalne jest oczywiste. Zobaczmy na przyktadach, ktore stany nalezy

sklejac.

Przyklad: |[K Example 13.1| Sklejenie rownowaznych stanéw akceptujacych.

a,b

ab a,b

Przyktad: |K Example 13.2]

a,b

ab ab ab
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Przyktad:

Kiedy mozemy sklei¢ stany? Jesli istnieje rozrozniajace je stowo, to nie, a jesli dla
kazdego stowa wynik jest taki sam, to tak.

Def. 10 Niech M = (Q,%, 6, s, F') bedzie deterministycznym automatem skoriczonym.
Na stanach M definiujemy relacje ~C () x Q:

PR qWEW. Vees0™(p,z) € F < §*(q,x) € F

Def. 11  Automat ilorazowy M/~ = (Q/~, 2, 0/, [S]~, F/x)- O

Dowdd poprawnosci tej definicji.
Lemat 0*([p|~,z) = [0*(p, 2)]~
Tw. L(M~) = L(M)

6.3 Algorytm minimalizacji

Algorytm minimalizacji automatu o wszystkich stanach osiggalnych. Badamy, ktorych
stan6w nie mozemy sklei¢ ze soba i gdy tylko znajdziemy powo6d ku temu, zaznaczamy to.

1. Tworzymy tabele, poczatkowo pusta, wszystkich par stanéw {p, q}.
2. Zaznaczamy wszystkie takie pary {p,q}, ze pe Fiq & F.

3. Dopoki mozna, to: jesli taka niezaznaczona para {p,q}, ze dla pewnego a mamy
{6(p,a),d(q,a)} jest zaznaczona, to zaznacz rowniez {p, q}.
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4. p ~ q gdy para {p, q} nie jest zaznaczona.
Szkic dowodu poprawnosci:
e Te stany, ktore zaznaczamy, ze nie sg rOwnowazne, istotnie nie sa sobie réwnowazne.

e Jesli jakie$ stany nie sg sobie rownowazne, to zostang zaznaczone.

Przyktad: |K Example 14.1] Minimalizacja automatu:

IS
(=l

ST )
U W N~ O
Ot Ot O i WO =
Ut O Ot W =~ DN

g

Przyklad: |K Example 14.2] Minimalizacja automatu

a

— 01
F 112
213
314
F 415
510
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Cwiczenia

e [K HW. 4.3] Zminimalizuj nastepujace automaty:

8
7
6
1
2
1
)

—F 113 5

3

4
6
2

3

e |K Ex. 47| Zminimalizuj nastepujace automaty:

~

3

[AAIENGRRS A s]

AN 10— O

5

~

]

— ™ <A

T R

™M O 10 AN

Noll Inl Si e

1

3
2

6
6

2

6
6
6

1

— AN N <A

T K

2

F 410 2

3
5
5

F 5|1 6

6
6
6
0

F 415 0

5

F 5|4 3

1
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8
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<t

£3

2
3
5
4

—F 116 4

e |[K Ex. 52| Zminimalizuj nastepujace automaty. Podaj dla nich r6wnowazne wyraze-

nia regularne.

1
)
2

7
6

—-F 12 6

4

1
7
3
4
3
3

0 O

N —

1

7
6
5
4

—-F 112 5

=

]

— O

=2

™D ™

— O

I~

L0

1

5

—

T Ry

[ae)

F 416 1

F 62 7

37



Wyktad 7. Jezyki bezkontekstowe

7.1 Intuicje
7.1.1 BNF

Opisujac sktadnie jezyka programowania korzystamy czasem z notacji BNF. Opis notacji:
e (konstrukcja) ,

[ ) _.:,

stowo kluczowe ,

Przykltad: Fragment sktadni Pascala, np. instrukcje.
Nieformalne wprowadzenie podstawowych pojeé:

e gramatyka bezkontekstowa,

nieterminale,

terminale,

wyprowadzenie,

drzewo wyprowadzenia.

7.1.2 Automaty stosowe

Opis, odpowiednik obliczeniowy gramatyk.
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7.2 Gramatyki bezkontekstowe
Def. 12

e Gramatyka G = (N,3, P,S € N).
e Produkcje i postac ich zapisu, | jako skrot.

e Oznaczenia A, B, C' — nieterminale, a, b, c — terminale, a, 3,7 — slowa nad N U X.

e Relacje — i —".

Przyklad: Gramatyka opisujaca jezyk: {a"b™ :n > 0}.

Def. 13

e Wyprowadzenie. Fakt: «a jest wyprowadzalna w gramatyce wtw., gdy S —* a i
a € XF.

o L(G).

Przykltad: Przyklady gramatyk:
e Przyklady wyprowadzenia i drzewa wyprowadzenia dla jezyka {a"b" : n > 0}.
e Palindromy nad alfabetem {a, b, c}.

e — Wyrazenia nawiasowe.

— Co to s3 poprawne wyrazenia nawiasowe? L(z) = #((z), R(x) = #y(x), L(x) =
R(z) i dla kazdego prefiksu y stowa x mamy L(y) > R(y).

— Dowo6d poprawnosci.

e Wyrazenia arytmetyczne i prosta gramatyka. Drzewo wyprowadzenia i niejedno-
znacznosc.

e Wyrazenia arytmetyczne i gramatyka jednoznaczna.

Def. 14 Jednoznaczno$é¢ gramatyki bezkontekstowe;j. a
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7.3 Jezyki regularne a bezkontekstowe

Wszystkie regularne sg bezkontekstowe, ale nie odwrotnie, np. a™b", palindromy i wyrazenia
nawiasowe tworza jezyki, ktore nie sg regularne, ale sg bezkontekstowe.

Def. 15

e Gramatyka (prawostronnie) liniowa, to taka, w ktorej wszystkie produkcje maja po-
staé¢: A — aBlub A — «, dla a € ¥*.

e Gramatyka silnie (prawostronnie) linowa, to taka, w ktorej wszystkie produkcje maja
posta¢: A — aB lub A — «.

O

Zauwazmy, ze jeSli gramatyka jest liniowa lub silnie liniowa, to w wyprowadzeniu pojawia
sie na raz tylko jeden nieterminal, i to na samym koncu stowa.

Fakt Gramatyki (silnie) liniowe opisuja doktadnie jezyki regularne.

Szkic dowodu:
1. Gramatyke liniowa mozna sprowadzi¢ do silnie liniowe;j.
2. Gramatyke silnie liniowg mozna przerobi¢ na automat niedeterministyczny.

3. Automat niedeterministyczny mozna przerobi¢ na gramatyke silnie liniowa.
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Cwiczenia
e Dla zadanego automatu/wyrazenia regularnego podaj gramatyki (prawostronnie) [sil-
nie| liniowe opisujace odpowiedni jezyk:
— a(a Ub)*aa,
— (a(abUba)*) U (b(bbU aa)*),

F2
F3

W = = O
— W N =

e |[K Ex. 69] Dana jest gramatyka bezkontekstowa:

S — ABS|AB
A — dAla
B — bA

Ktore ze stow: aabaab, aaaaba, aabbaa, abaaba nalezg do jezyka generowanego przez
te gramatyke? Podaj wyprowadzenia i drzewa wyprowadzenia.

e Dla gramatyki:
S — aB|AblSS

A — alaS
B — b|Sbh

i stowa aabbab:

— podaj wyprowadzenie,

— podaj drzewo wyprowadzenia,

— czy jest to gramatyka jednoznaczna?
e Podaj gramatyke generujaca jezyk:

— {a™™ :n =2xm},

— {a™™ :n>2%m},

B {aibjci}:

— {ad'Va’'b'}.
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e |[K Hw. 5.3] Podaj gramatyke wyrazen nawiasowych [|(){}, w ktorej sparowane na-
wiasy sa tego samego rodzaju. Wzmocnij jg tak, aby wymusi¢ priorytety nawiasoéw
(wewnatrz kwadratowych musza by¢ kwadratowe lub okragte, a wewnatrz wasatych
musza by¢ wasate lub kwadratowe).

e [HU ¢éw. 4.1.f] Podaj gramatyke opisujaca jezyk: {a'b’cF :i # jV j #k}
e |[K Ex. 75, HU ¢éw. 4.1.d| Podaj gramatyke wyrazen regularnych.
e Podaj gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk:

— {a"*" :n > 1},
— {akv™ : k> 2n},
— {a™" : 2n > 3k}.
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Wyktlad 8. Posta¢ normalna Chomsky’ego, algorytm roz-
poznawania CKY ilemat o pompowaniu dla jezykéw bez-
kontekstowych

8.1 Postaé¢ normalna Chomsky’ego

Def. 16 Gramatyka ma postaé normalng Chomsky’ego, jesli wszystkie produkcje w gra-
matyce sa postaci: A — BC lub A — a (dla pewnych nieterminali A, B i C' oraz terminala
a). 0

Fakt: Jesli G jest w postaci normalnej Chomsky’ego, to ¢ & L(G).

Fakt: Jesli ¢ ¢ L(G), to gramatyke G mozna sprowadzi¢ do postaci normalnej Chom-
sky’ego, tzn. istnieje taka gramatyka bezkontekstowa G’ w postaci normalnej Chomsky’ego,
ze L(G) = L(G").

Szkic dowodu: Dowodd polega na skonstruowaniu gramatyki G’. Konstrukcja ta prze-
biega w kilku krokach:

1. Domykamy zbiér produkcji zgodnie z dwiema regutami:

o jesli X — aYfBiY — e, to X — af,
e jesi X =Y iY —~v,to X — .

Tak powstaly zbiér produkeji jest skoniczony, bo dodajemy produkcje, ktore nie sa
dtuzsze od juz istniejacych.

2. Dla dowolnego stowa wyprowadzalnego w takiej gramatyce, jezeli rozwazymy jego
najkrotsze wyprowadzenie, to w wyprowadzeniu tym nie bedg sie pojawiaty produkcje
postaci X — € oraz X — Y. Mozemy wiec, bez zmiany jezyka generowanego przez
gramatyke, usunaé¢ te produkcje. Wyjatek to S — ¢ — usuniecie tej produkcji
spowoduje, ze € nie bedzie wyprowadzalny.

3. Dla kazdego terminala (a,b,c,...) dodajemy do gramatyki odpowiadajacy mu nie-
terminal (A, B,C,...) oraz produkcje: A — a, B — b, C' — ¢, .... We wszystkich
produkcjach postaci X — «, gdzie |a| > 1 zamieniamy wszystkie terminale na od-
powiadajace im nieterminale. W ten spos6b mamy tylko dwie postaci produkcji
w gramatyce: X — a gdzie a jest terminalem, oraz X — YY5...Y, gdzie Y, to
nieterminale i k£ > 1.

4. Kazda produkcje postaci X — Y1Y;...Y}, (k > 2) zamieniamy na zestaw produkcji:

X - VX,
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X1 — Y5 Xy

Xy — Y 1Yy

Tak uzyskana gramatyka jest w postaci normalnej Chomsky’ego.

Przyklad:
e a"b",

e wyrazenia nawiasowe.

8.2 Algorytm rozpoznawania Cocke-Kasami-Younger’a’™ 1

Algorytm ten pozwala stwierdzi¢, czy dane slowo jest wyprowadzalne w danej gramatyce
(w postaci normalnej Chomsky’ego). Jesli gramatyka nie jest w postaci normalnej Chom-
sky’ego, to mozna ja sprowadzi¢ do tej postaci zgodnie z opisang wyzej konstrukcja.

Przypomnienie techniki programowania dynamicznego. Niech dana gramatyka to G =
(N,%, P,S), a dane stowo to ajas . ..a,. Konstruujemy tablice

Tli,jl={XeN: X —="q;...a;}
W jaki spos6b mozemy wypeltniaé¢ te tablice?
e Zaczynamy od przekatnej:
Tli,i] ={X : X — a; € P}
e Wypelniamy kolejne przyprzekatne. Zauwazmy, ze jezeli X —* q;...a;, © < j, to
wyprowadzenie to musi mie¢ posta¢: X — Y Z,Y —*q;...a5, Z =" ag41...a;, dla

i < k < j. Obliczajac T'[i, j| uwzgledniamy wszystkie takie mozliwe punkty podziatu
k:

Tli,jl= U Tl ke Tk+1,j]
i<k<j
gdzie:
YZ={X:X—-BCePBeY CelZ}

Operacja ® moze by¢ skomplikowana, ale jej koszt jest staly (zalezny od gramatyki).
e Po wypetnieniu catej tablicy mamy:
Tln|={XeN: X —>"a...a,}

czyli:
a...a, € L(G) < S € T[l,n]

Tablica ma rozmiar ©(n?) przy czym aby wypelni¢ jeden element tablicy trzeba wykonaé
liniowa liczbe operacji ®, tak wiec zlozonosé tego algorytmu to ©(n?).
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Przyktad:

8.3 Lemat o pompowaniu dla jezykow bezkontekstowych’4°

Lemat: Niech A bedzie jezykiem bezkontekstowym. Istnieje wowczas taka stala k > 0,
ze dla kazdego stowa z € A o dlugosci |z| > k mozna slowo z podzieli¢ na pie¢ czesci:
z = uwvwry w taki sposob, ze vr # ¢, [vwz| < k oraz dla kazdego i > 0 mamy uv'wz'y € A.

Szkic dowodu Jedli jezyk jest bezkontekstowy, to istnieje odpowiadajaca mu gramatyka
bezkontekstowa w postaci normalnej Chomsky’ego. Drzewa wyprowadzen dla gramatyk w
postaci normalnej Chomsky’ego majg posta¢ regularnych drzew binarnych z ,fredzelkami”
dlugosci 1 (produkcje, z ktorych otrzymujemy terminale). Fakt: Jesli drzewo wyprowa-
dzenia ma wysoko$é¢ h, to dtugoéé wyprowadzanego stowa nie przekracza 2"~2. Stad, jezeli
stowo ma dtugosé¢ wieksza niz 2%, to drzewo wyprowadzenia ma wysoko$¢ przynajmnie;
k+ 3. W takim drzewie wyprowadzenia istnieje Sciezka, na ktorej jest przynajmniej £k + 2
nieterminali. Jesli |[N| = n, to dla stéw o dlugosci > 2", w ich drzewach wyprowadzenia
istnieja $ciezki zawierajace przynajmniej n+ 1 nieterminali, co oznacza, ze pewien nietermi-
nal musi sie powtarza¢. Wybieramy pierwsze powtorzenie idac od dotu éciezki. Wyznacza
ono szukany podzial stowa.

Sformulowanie alternatywne Prowadzimy gre z Demonem. Demon stara sie pokazac,
ze jezyk jest regularny, a my ze nie. Gra sklada sie z 4 ruchéw:

e Demon wybiera stala k& > 0. Jesli jezyk jest bezkontekstowy, to moze to byé 21V,
e Wybieramy stowo z € A, |z| > k.

e Demon dzieli je na pieé¢ takich czesci z = wvwzy, ze vr # ¢, |vwz| < k. Moze to by¢
podzial wyznaczony przez powtarzajacy sie nieterminal na $ciezce do korzenia.

o Wybieramy ¢ > 0. Jesli uv'wz'y ¢ A, to wygralismy, wpp. wygral Demon.

Przyklad: Dowdd, ze jezyk A = {a"b"c"} nie jest bezkontekstowy.

Przyklad: Dowdd, ze jezyk A = {ww : w € {a,b}*} nie jest bezkontekstowy. (Korzy-
stamy z faktu, ze przeciecie bezkontekstowego z regularnym jest bezkontekstowe.)
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Cwiczenia
e [K HW. 6.4] Podaj gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego, opisujaca niepuste
wyrazenia nawiasowe, z trzema rodzajami nawiasoéw (), [| 1 {} (ale bez ).

e |K Ex. 71| Sprowadz nastepujaca gramatyke do postaci normalnej Chomsky’ego:

S — aSBB|T
t — bTaalS|e

e [K EX. 72| Podaj gramatyki w postaci normalnej Chomsky’ego dla nastepujacych
jezykow:
— {a"v*"c* : k,n > 1},
— {a™*a™ : k,n > 1},
— {akv™c™  k,mon > 1 A2k > n},
— palindromy nad alfabetem {a, b}.

e [K Ex. 91]"A 10 Zasymuluj algorytm CKY dla gramatyki:

S — AB
A — a

B — AB|b
i stowa aab.

o [K Ex. 92]/FATO Jak rozszerzy¢ algorytm CKY tak, aby obliczal réwniez liczbe 167-
nych drzew wyprowadzen. Zasymuluj tak rozszerzony algorytm CKY dla gramatyki:

S — STla
T — BS
B — +

i stowa a + a + a + a. Spodziewany wynik: 5.

o [K Ex. 84]749 Ktére z ponizszych jezykow sg bezkontekstowe, a ktore nie? Odpowied?
uzasadnij.
— {a""c* :n,m, k> 1A (2n=3kV 5k =Tm)},
— {a™b™c* :n,m, k> 1A (2n =3k A bk = Tm)},
— {a"b™c* i n,m k> 1A (n#3mVn# 5k)},
— {a"™c* :n,m, k> 1A (n#3mAn+#5k)},
— {a"b™c* :n,m,k > 1An+k=m},
—{a'ckd i, 5 kI >1Ni=jANk=1},
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—{a'Vckd i g k> 1Ni=kNj=1},
—{a'ckd i, kI >1ANi=1Nj=k}.
e [K Ex. 85]749 Dla kazdego z ponizszych jezykoéw okregl, czy jest on: (i) regularny,
(i) bezkontekstowy, ale nie regularny, (iii) nie jest bezkontekstowy:
— {zefab e} Fale) = #o(z) = #c(2)},
— {a’ : j jest potega 2-ki},
— {2 €{0,1}* : x jest zapisem binarnym potegi 2-ki},
— L(a*b*c¥),
— wyrazenia nawiasowe zlozone ze sparowanych nawiasow trzech rodzajow: (), ||
mn
— {a™™ :n # m},
— {a™™c*d : 2n = 3k V 5m = T},
— {a™™c*d : 2n = 3k A 5m = T},
— {a™™c*d" : 2n = 3m A5k = T},
— {a™™c*d : 2n = 31 A Bk = Tm},
—{a'ic* 0,5,k > 0N >jNj >k},
—{a'ic* 0,5,k > 0N (i > 5V j >k},
— {z e {a, b} : #alz) > #(2)},
— {amb" :m,n > 0A5m+ 3n =24},
— {a™b" :m,n > 0A5m—3n =24}
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Wyktlad 9. Automaty stosowe

9.1

Intuicje

Intuicyjne przedstawienie automatu stosowego.

Konstrukcja automatu.
Sposob dzialania. Konfiguracja.

Akceptacja pustym stosem.

Przyklad: Nieformalny. Tyle samo liter a, co b. Przyktadowe obliczenie dla aabbba.

9.2

Def.

Automaty stosowe

17  Automat stosowy M = (Q, 3, 1,4, s, L [, F]), gdzie:
() — skonczony zbior stanow,

> — alfabet wejéciowy,

[' — alfabet stosowy,

dC(Q@xT x (XU{e})) x (Q x I') funkcja przejscia,

s € @) stan poczatkowy,

1L e I' symbol poczatkowy na stosie,

F C @ zbior stanéw akceptujacych (opcjonalny).

Notacja: Zamiast pisa¢ ((p,a, A), (q,7)) € 0 piszemy (p, A) % (q,7) [€ d].

Def.

18 Konfiguracje maszyny stosowej — elementy () x >* x I'*. Konfiguracja poczat-

kowa dla stowa z, to (s, x, L). O

Def.

19 Relacja przejscia miedzy konfiguracjami —:

o jesli (p,A) % (¢,7) € 0, to dla dowolnych y € ¥*, 3 € I'* mamy (p,ay, AB) —

(¢, 9,75),

o jesli (p,A) = (¢,7) € 4, to dla dowolnych y € ¥*, 3 € I'* mamy (p,y, AB) —

(¢, y,70)-
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Niech —* bedzie zwrotnio-przechodnim domknieciem relacji —. Woéwczas jezyk akcepto-
wany przez automat mozemy okresli¢ nastepujaco:

akceptacja stanem L (M) sktada sie z takich stow z, ze (s, z, L) —* (q,¢, ) dla pewnych
q € Foraz yeI™,

akceptacja pustym stosem L(M) sklada sie z takich stow z, ze (s, x, L) —* (¢,¢,¢) dla
pewnego q € . Taka konwencje wlasnie przyjmiemy.

Przyklad: Tyle samo liter a, co b — formalnie. Przyktadowe obliczenie dla aabbba.

Przyklad: Automat akceptujacy pustym stosem wyrazenia nawiasowe [,]. Przyktadowe
obliczenie prowadzace do zaakceptowania [[][[]]]-

Przyklad: Automat akceptujacy palindromy nad alfabetem {a,b}. Przykladowe obli-
czenie akceptujace stowa abba i baabaab.

Przyklad: Automat akceptujacy {ww :w € {a,b}*}. Automat zgaduje najpierw, czy
stowo jest parzystej, czy nieparzystej dlugosci. Jesli nieparzystej, to tylko to sprawdza.
Jesli parzystej, to musi podzieli¢ to stowo na polowe i znalezé¢ niezgodnos§¢ miedzy pierwsza
i druga potowa. Wowczas slowo ma posta¢ zaybz lub zbyaz, przy czym |y| = |z| +
|z|. Niedeterministycznie zgadujemy, ktory przypadek ma miejsce. Nastepnie zliczamy
znaki stowa x wkladajac je na stos. Niedeterministycznie zgadujemy, kiedy jest koniec
x 1 sprawdzamy, czy kolejny znak to a. Dalej zliczamy znaki y zdejmujac elementy ze
stosu. Po wezytaniu |x| pierwszych znakéow y odslania sie L i wezytujac dalsze znaki y
zliczamy je wkladajac elementy na stos. Zgadujemy niedeterministycznie kiedy koriczy
sie y i1 sprawdzamy, czy dalej jest b. Do wczytania pozostalo stowo z, ktore ma tyle
znakow, ile elementéw wlozyliSmy na stos. Po jego wczytaniu powinien odstonié sie L,
ktory zdejmujemy.

9.3 Roéwnowaznosé gramatyk bezkontekstowych i automatow
stosowych

9.3.1 Symulacja wyprowadzenia przez automat stosowy

Mamy dana gramatyke bezkontekstowa G = (N, 3, P, S). Zbudujemy réwnowazny jej au-
tomat. Automat ten bedzie mial tylko jeden stan () = {s}. Na stosie bedzie przechowywat
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symbole terminalne nieterminalne. I' = N U Y. Przyjmujemy, ze S =1. Jesli na wierz-
chotku stosu jest terminal, to oczekujemy, ze jest on na wejsciu, wezytujemy i zdejmujemy.
Jesli na wierzchotku jest nieterminal, to zdejmujemy go i wktadamy na stos prawg strone
jednej z produkcji dla tego symbolu. Akceptujemy pustym stosem.

Automat ten realizuje lewostronne wyprowadzenia, to znaczy takie, w ktorych zawsze
jest rozwijany skrajnie lewy nieterminal. Jesli wezytywane stowo to x, x = yz, to konfigu-
racji (s, z,a) odpowiada w wyprowadzeniu stowo ya. Osiagajac konfiguracje (s, ¢,¢) tym
samym mamy w wyprowadzeniu stowo x.

Przyklad: Przerobi¢ ta metoda gramatyke wyrazen nawiasowych na automat.

Przyklad: Przerobi¢ tg metoda gramatyke generujaca stowa zawierajace tyle samo a co
b na automat.

9.3.2 Symulacja automatu z jednym stanem przez gramatyke

Powyzsza konstrukcja da sie z grubsza odwrocié. Zalozmy, ze mamy dany automat stosowy
z jednym stanem M = ({s}, X, T, 4, s, L). Dla uproszczenia zakladamy, ze 'NY = (). Nasza
gramatyka ma postaé¢ (I', 3, P, L), przy czym P zawiera nastepujace produkgje:

o jesli (s, 4) = (s,7) €6, to A — a,
o jesli (s,A) = (s,7)) €6, to A — 7.
Odpowiednio$é jest taka jak poprzednio.

Przyklad: Przerobi¢ ta metoda automat akceptujacy wyrazenia nawiasowe na grama-
tyke.

Przyklad: Przerobi¢ tg metoda automat akceptujacy stowa zawierajace tyle samo a co
b na gramatyke.

9.3.3 Redukcja zbioru stanéw do jednego

Pozostalo nam pokazaé, ze dla kazdego automatu stosowego M = (Q, %, T4, s) istnieje
rOwnowazny mu automat z jednym stanem. Bez zmniejszenia og6lnosci mozemy zalozy¢,
ze automat M w momencie opréznienia stosu bedzie zawsze w jednym stanie q.
Wszystkie istotne informacje bedziemy pamietaé¢ na stosie, I = Q x I' x Q. M’ =
({s},X,1",d's). Automat M’ bedzie na poczatku mial na stosie trojke (p, A, q) i akceptowal
stowo =z wtw., gdy M bedzie zaczynalo w stanie p i z symbolem A na stosie, wczytywato
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x 1 konczylo w stanie ¢ z pustym stosem. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze
M akceptuje pustym stosem w jednym tylko stanie. Ogolnie, jezeli na wierzchotku stosu
jest (p, A, q), to odpowiada to sytuacji, gdy na wierzchotku M jest A, M jest w stanie p i
po zdjeciu symbolu A ze stosu przejdzie do stanu ¢. Stany pamietane na stosie muszg sie
szazebia¢”, tzn. pod stanem (p, A, ¢) musi byé stan postaci (q, B, r) itd.

o’ jest okreslone nastepujaco:

L .]eéh ((pv a, A)7 <Q7 BIBQ cee Bk’)) S 5’ to ((37 a, (pAQk))7 (av (QOqul)(Q1B2C]2) s
(qr—1Brqr)) €6,

o jesli ((pa, A),(g,€)), to ((s,a, (p, A,9)), (s,€)) € 6,

Oznacza to automat wysoce niedeterministyczny. Niedeterminizm pozwala nam prze-
widywaé przyszlos$¢ i dzieki temu przechowywaé stany automatu na stosie.
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Cwiczenia
e Skonstruuj automat stosowy akceptujacy ponizsze jezyki. [JAO, TO:| Jesli automat
ma wiecej niz jeden stan, to przeréb go tak, aby mial tylko jeden stan. Nastepnie
przeksztal¢ automat stosowy w gramatyke bezkontekstows.
— sparowane nawiasy ()[]{},
— palindromy nad alfabetem {a, b, c},
B {aib%}a
— {a'b b},
— {w : #4(w) >= 244 (w)} (kilka mozliwych rozwiazan),
— {abt i £V AR,
— wyrazenia arytmetyczne w notacji polskiej (dla uproszczenia liczby moga by¢
tylko jednocyfrowe),

— wyrazenia arytmetyczne w odwrotnej notacji polskiej (dla uproszczenia liczby
moga by¢ tylko jednocyfrowe).
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Wyktad 10. Deterministyczne automaty stosowe’™ ™

Uzupetnicé ...

e Definicja — dochodzi znacznik korica wejscia i warunek, ze w kazdej konfiguracji i
dla kazdego mozliwego symbolu na wejsciu tylko jedno przejscie jest mozliwe.

e Tw. Dopelnienie deterministycznego jezyka bezkontekstowego, jest deterministyczne
bezkontekstowe. Dowod:

duplikujemy stany, ¢’ = ¢, ale jesli byl wezytany znacznik korica wejscia, przej-
Scia odpowiednie, narazie akceptowany jezyk jest ten sam,

dodajemy stan akceptujacy f’ i stany odrzucajace r i r’; jesli czy$cimy stos
przed koncem wejScia, to skaczemy do r, a jezeli po to do f’, po osiagnieciu r
automat wezytuje wejscie i dochodzi do 7/, stosu nie czyScimy, tylko automat
zapetla sie w f’ lub 7/,

poprawimy automat tak, ze zawsze albo akceptuje, albo odrzuca,
w jaki sposob automat moze sie zapetli¢?

bierzemy taki nieskoniczony podciag konfiguracji, ze zawarto$é¢ stosu po danej
chwili nigdy nie jest mniejsza, 1 < i¢; < ..., taki ciagg mozna skonstruowaé
zaczynajac od ig = 0, bo stos nie jest nigdy pusty,

z tego ciaggu wybieramy taki nieskoniczony podciag jo < 71 < ..., ze w chwilach
tych jest wykonywane to samo przejscie, istnieje i musi to byé e-przejscie, co
wiecej automat nie zaglada pod to co jest na wejsciu, czyli po wejsciu do takiego
stanu i symbolu na wierzchotku stosu musi sie zapetli¢, niezaleznie od wejscia,
takie przejscie zastepujemy przejsciem do r (lub 77),

postepujemy tak, tak dlugo, az inne zapetlenie niz odrzucenie lub akceptacja
nie bedzie mozliwe,

wowczas dopelnienie uzyskujemy zamieniajac miejscami ' i f'.

e Fakt: Istnieja jezyki bezkontekstowe, ktore nie sg deterministyczne, np. jezyk postaci

{ww : w € {a,b}*}
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Cwiczenia
e Skonstruuj deterministyczny automat stosowy akceptujacy proste wyrazenia aryt-
metyczne Wskazowka: Opracuj najpierw jednoznaczng gramatyke bezkontekstows.
Zapewnij, aby mnozenie i dzielenie wigzalo silniej niz dodawanie i odejmowanie. Ope-
racje arytmetyczne powinny by¢ prawostronnie taczne. Dla uproszczenia przyjmij,
ze liczby musza by¢ jednocyfrowe.

e |[K HW. 7.1| Skonstruuj deterministyczny automat stosowy akceptujacy wyraze-
nia regularne (nad alfabetem {a,b}). Wskazéwka: Opracuj najpierw jednoznaczna
gramatyke bezkontekstowa. Zapewnij, aby * wigzala silniej niz konkatenacja, a ta
wigzala silniej niz suma. Operacje binarne powinny by¢ prawostronnie tgczne.
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Wyktad 11. Maszyny Turinga i obliczalnos$é

11.1 Teza Churcha

Na czym polega pojecie obliczalnoéci. Problem obliczalnosci zajmowal naukowcoéw jeszcze
przed powstaniem prawdziwych komputeréw. Powstalo wiele formalizméw opisujacych to

pojecie:
e logika kombinatoryczna [Schonfinkel 1924, Curry 1929|,
e rachunek )\ [Church 1933, Kleene 1935],
e maszyny Turinga [1936],
e systemy (przepisywania terméw) Posta [1936],
e gramatyki ogolne (typu 0) (szczegdlny przypadek systemoéw Posta),
e rachunek funkcji p-rekurencyjnych [Godel, Herbrand 1965,

Wszystkie one opisuja pojecie obliczalno$ci wychodzac z innych podejsé¢, ale okazuje sie, ze
wszystkie one sg sobie réwnowazne. Stad teza Churcha: wszystkie te formalizmy opisuja
doktadnie to co kryje sie pod intuicyjnym pojeciem obliczalnosci.

11.2 TUniwersalnosé

Wszystkie te formalizmy sg wystarczajaco silne, aby zapisa¢ w nich uniwersalny mecha-
nizm obliczajacy, tzn. taki mechanizm, ktéry dostajac ,,opis algorytmu” i dane wykona ten
algorytm na tychze danych.

e w rachunku funkcji p-rekurencyjnych istnieje numeracja funkeji i istnieje funkcja,
ktora symuluje funkcje o podanym numerze,

e istnieje maszyna Turinga, ktora potrafi symulowaé¢ kazdg inng maszyne Turinga na
podstawie jej opisu,

e w dowolnym jezyku programowania mozna napisa¢ interpreter tegoz jezyka,

e Godel udowodnil, ze jezyk teorii liczb (z arytmetyka Peano) jest wystarczajaco silny
aby moéwié o istnieniu dowodéw, np. mozna napisa¢ formute, ktéra méwi, ze inng
formute da sie udowodnié. Dalej, da sie napisa¢ formute, ktéra oznacza ,mnie nie da
sie udowodni¢”. Jest to formuta prawdziwa, ale taka, ktoérej nie da sie udowodnié.
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11.3 Maszyny Turinga

e Nieformalny opis maszyn Turinga. Tasma, glowica, zapis, odczyt, przesuwanie, ste-
rownik, konfiguracja poczatkowa, lewy ogranicznik, akceptacja, odrzucenie, zapetle-
nie.

e Definicja MT: M = (Q, %, T',, 1,4, s,t, 1), gdzie:

— (@, to skonczony zbior stanow,
— X C T, to alfabet wejSciowy,

— I, to alfabet tasmowy,

— Fe T, to lewy ogranicznik,

— L eI, to symbol pusty, blank,

—0:QxTI' — Q xT x{L, P}, to relacja przejscia; nie mozna zamazac -, ani
przesunaé glowicy na lewo,

— s € @), to stan poczatkowy,
— t € Q, to stan akceptujacy,
— r € Q,r # t, to stan odrzucajacy.

e Definicja konfiguracji € Q x I'* x N/, — i —*. Konfiguracja poczatkowa.

e Definicja jezykéw obliczalnych i cze$ciowo obliczalnych.

o Réwnowazna sformulowanie jezykoéw czeSciowo obliczalnych — istnieje program wy-

pisujacy wszystkie stowa z jezyka.

Przyklad: Maszyna akceptujaca jezyk {a"0"c" : n > 0}. Tak wiec klasa jezykoéw obli-
czalnych jest szersza niz bezkontekstowych.

e Sprawdzamy czy stowo pasuje do a*b*c*.

e Dostawiamy ogranicznik na koricu.

o Jezdzimy w kotko wymazujac za kazdym razem jedno a, b i c.

e Jesli na konicu wszystkie znaki zostaly wymazane, to akceptujemy.

Przyklad: Maszyna akceptujaca jezyk {ww : w € {a,b}*}.
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11.4 Uniwersalna maszyna Turinga

Ustalamy alfabet wejsciowy {0, 1}. Kodowanie maszyn Turinga oraz alfabetu wejsciowego.
Jezyk akceptowany, to {M$z : x € L(M)}.

11.5 Problemy nieobliczalne

Intuicja — maszyny Turinga potrafia to samo, co programy komputerowe. Czy istnieje
problem nieobliczalny? Tak.

11.5.1 Technika diagonalizacji

Przyklad: Dowdd tw. Cantora.

Przyktad: Problem stopu {M$z : M zatrzymuje sie dla danych z}. Zalozmy, ze istnieje
maszyna Turinga M’, ktora rozstrzyga ten jezyk. Wowczas niech M” akceptuje {M : M
nie zatrzymuje sie dla kodu M}, ale zamiast odrzuca¢ zapetla sie. Czyli M” zatrzymuje
sie dla kodu M, wtw, gdy M nie zatrzymuje sie dla wlasnego kodu. Czy M” zatrzyma sie
dla wtasnego kodu?

Fakt: Jesli Ai A sg czesciowo obliczalne, to A sa one tez obliczalne.

Problem stopu jest czesciowo obliczalny — vide maszyna uniwersalna. Czy istnieje jakis
problem, ktory nie jest nawet czeSciowo obliczalny? Tak, np. dopelnienie problemu stopu,
bo gdyby byl czesciowo obliczalny, to bylby tez obliczalny, a nie jest. (To jest przyklad
redukeji.)

11.6 Wariacje nt. MT

Wszystkie ponizsze warianty maszyn Turinga maja taka sama sile wyrazu, ale czasem
tatwiej sie nimi postugiwac:

e maszyna z wieloma taSmami i glowicami,
e maszyna z tasma nieskoriczong w obydwie strony,

e maszyna z plaszczyzng magnetyczng.
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Cwiczenia
e Opisz MT, ktora akceptuje jezyk (nie ma to by¢ formalna konstrukcja MT, ale Scisty
opis sposobu jej dzialania):
— |K Ex. 96] {a™} (wskazowka: 1+3+5+ -+ (2k — 1) = k?),
— [K HW. 8.1] {a*"},

— [K Ex. 97] {a't’}, a zatrzymujac si¢ ma na tasmie stowo postaci o NWDG.j)
(wskazowka: do obliczania NWD stuzy algorytm Euklidesa; jest kilka wersji
tego algorytmu: przez odejmowanie, przez modulo 2, przez badanie parzystosci
— wybierz taka wersje, ktora najbardziej pasuje),
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Wyktlad 12. Problemy obliczalne i nieobliczalne

W poprzednim punkcie pokazaliémy, ze problem stopu nie jest obliczalny. Zastanéwmy sie
czy nastepujace programy sg obliczalne. Zakladamy, ze dana jest pewna maszyna Turinga
M. [K, str. 235]

Czy M ma przynajmniej 42 stany?
Czy M wykonuje wiecej niz 42 kroki dla pustego wejscia?
Czy M wykonuje wiecej niz 42 kroki dla pewnego wejscia?

Czy M wykonuje wiecej niz 42 kroki dla kazdego wejscia?

AN R I

Czy M dla pustego wejscia kiedykolwiek przesuwa glowice dalej niz 42 pozycje
na prawo od lewego ogranicznika?

Te problemy sa obliczalne, poniewaz liczba konfiguracji, ktore nalezy rozwazy¢ jest
skonczona.

1. Czy M akceptuje puste stowo?

2. Czy M akceptuje dowolne stowo?

3. Czy M akceptuje kazde stowo?

4. Czy M akceptuje skoriczony jezyk?
Nieobliczalne, przez sprowadzenie problemu stopu do tych probleméw. Mamy dane
M+# 2. Musimy stwierdzi¢, czy M akceptuje x. Generujemy M’, ktora:

— wymazuje dane z wejscia,

— zapisuje na taSmie x,

— symuluje M,

— akceptuje jesli M sie zatrzymuje.

Kod M’ jest obliczalny na podstawie M i x — analogia z tlumaczeniem programow.
M’ nalezy do wybranego powyzszego jezyka wtw. gdy M#x € STOP.

1. Czy M akceptuje jezyk regularny?
2. Czy M akceptuje jezyk bezkontekstowy?
3. Czy M akceptuje jezyk obliczalny?
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Nieobliczalne. Mamy dane M#x. Musimy stwierdzié¢, czy M akceptuje x. Niech A
bedzie dowolnym jezykiem cze$ciowo obliczalnym, ale nie obliczalnym (np. jezykiem
STOP). Generujemy M", ktora:

— przepisuje wejscie y na dodatkows Sciezke,

— zapisuje na $ciezce danych =,

— symuluje M dla z,

— jesli M sie zatrzyma, to symuluje maszyne akceptujaca A dla y i tak samo
akceptuje lub nie

A ;M sie zatrzymuje dla x
0 ; wpp.

L(M") = {

12.1 Sprowadzanie

Def. 20 Sprowadzenie problemu/jezyka A do B to taka obliczalna funkcja o, ze x €
A& o(x) € B.
Jesli istnieje sprowadzenie A do B, to piszemy A < B. O

Fakt: < jest zwrotna i przechodnia.

Przyktad: Sprowadzenia z przyktadow f)-i) i j)-1).

Fakt: Jesli A< B, to A< B.
Fakt: Jesli A < Bi B jest (czeSciowo) obliczalne, to A tez jest (czeSciowo) obliczalne.
Fakt: Jesli A < Bi A nie jest (czesciowo) obliczalne, to B tez nie jest.

Przyktad: Niech FIN = {M : L(M) jest skoriczony}. Pokazemy, ze ani F'IN, ani FIN
nie sg czesciowo obliczalne.

e STOP < FIN: o(M+#zx) = M', gdzie M’
— wymazuje wejscie,

— zapisuje na wejsciu ,

— symuluje M,

akceptuje jesli M sie zatrzymuje.
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M’ akceptuje albo (), albo ¥*. M zapetla sie < L(M’) jest skoriczony, czyli M#z €
STOP < o(M+#zx) € FIN.

e STOP < FIN: 7(M+#zx) = M", gdzie M":

— zapisuje wejécie y na dodatkowej $ciezce,
— zapisuje na Sciezce wejscia r,
— symuluje dziatanie M dla danych z przez co najwyzej |y| krokow,

— akceptuje jesli w trakcie symulacji M nie zakonczyta dziatania, wpp. odrzuca.

M zatrzymuje sie dla x < M" akceptuje stowa o ograniczonej dtugosci < L(M")
jest skonczony, czyli M#x € STOP < 1(M+#z) € FIN.
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Cwiczenia
e |K, Ex. 106] Czy obliczalny jest nastepujacy problem: Dla danego M+#z, czy maszyna
M dla wejécia x zapisze kiedykolwiek na tasmie inny symbol niz blank?
e |K, Ex. 108| Czy podane problemy sa obliczalne?
1. Majac dang maszyne Turinga M i stowo y, stwierdzi¢, czy M dla wejscia y
kiedykolwiek zapisze na swojej tasmie symbol #7

2. Majac dang gramatyke bezkontekstowa G stwierdzié, czy G generuje jakiekol-
wiek stowo?

3. Majac dang maszyne Turinga M, stwierdzi¢, czy istnieje nieskonczenie wiele
innych, réwnowaznych jej maszyn Turinga?
e Ex. 109. Czy podane problemy s3 cze$ciowo obliczalne?
1. {(M,N) : M wykonuje mniej krokéw dla pustego stowa na wejsciu, niz n},
2. {M : M wykonuje mniej niz 4212 krokéw dla pewnego wejscia },

3. {M : M wykonuje mniej niz 42*2 krokéw dla przynajmniej 4242 réznych stow
na wejsciu },

4. {M : Dla kazdego wejécia M wykonuje mniej niz 4242 krokow }.
e |[K, Ex. 111]| Ktory z podanych probleméw jest czesciowo obliczalny?

1. {M : L(M) zawiera przynajmniej 42 stowa },
2. {M : L(M) zawiera co najwyzej 42 stowa }.
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Wyklad 13. Hierarchia Chomsky’ego’™

13.1 Niedeterministyczne maszyny Turinga
e Definicja niedeterministycznej maszyny Turinga.
e Maszyna niedeterministyczna nie ma stanu odrzucajacego.
e Interesuje nas tylko, czy moze ona zaakceptowaé¢ dane stowo.

e (Czy maszyny niedeterministyczne i deterministyczne akceptuja te same klasy jezy-
kow?

e Tak, bo maszyna deterministyczna moze symulowaé¢ wszystkie mozliwe obliczenia
maszyny niedeterministyczne;j.

e Niedeterministyczne maszyny Turinga akceptuja jezyki czesciowo obliczalne.

13.2 Gramatyki ogélne (typu 0)

Gramatyki bezkontekstowe nie sa najogolniejsza znang forma gramatyk. Gramatyki ogdlne
(typu 0) dopuszczaja produkcje postaci

oa— [

dla a, 8 € (XU N)*, a # . Mozemy wiec okresli¢, ze w wyprowadzeniu mozna zamieniaé
dowolny niepusty napis o na /.

Twierdzenie: Gramatyki ogolne sg rownowazne (niedeterministycznym) maszynom Tu-
ringa.

Szkic dowodu:

e Sprowadzenie gramatyki ogblnej do maszyny Turinga. MT zapamietuje stowo z wej-
Scia, symuluje wyprowadzenie, wybierajac niedeterministycznie produkcje. Jezeli
osiggnie stowo dane na wejsciu, to akceptuje, wpp. zapetla sie.

e Sprowadzenie MT do gramatyk ogélnych. Majac dang MT musimy podaé¢ gramatyke
rownowazng danej MT. konstrukcja opiera sie na nastepujacych obserwacjach:

— Konfiguracje MT mozemy reprezentowaé¢ za pomoca stowa zltozonego z (nie-
pustej) zawartosci tasmy, z wstawionym w odpowiednim miejscu znacznikiem
reprezentujacym potozenie glowicy i stan MT.

— Kazdy mozliwy ruch MT mozna reprezentowa¢ jako produkcje gramatyki ogol-
nej. Mozna wiec skonstruowa¢ gramatyke ogolng, ktorej wyprowadzenia nasla-
duja dokladnie mozliwe obliczenia zadanej MT.

63



— Majac dang MT M konstruujemy maszyne M’, ktora dla pustego wejscia dziala
tak:

* zgaduje niedeterministycznie stowo x i tworzy dwie jego kopie (na dwoch
Sciezkach),
x jednej ze Sciezek symuluje dzialanie maszyny M,
x gdy M akceptuje stowo x, jako zawarto$é¢ tasmy przywracane jest stowo z
i akceptuje.
Tak wiec doktadnie dla stéw x akceptowanych przez M maszyna M’ moze roz-
poczaé dziatanie z pusta tasma i zakonczy¢ je ze stowem x zapisanym na tasmie.
— Gramatyka og6lna réwnowazna maszynie M, to gramatyka symulujaca dziatanie
maszyny M’ z dodanymi produkcjami, ktore:
x przeksztalcaja aksjomat w reprezentacje konfiguracji poczatkowej maszyny
M’ dla pustego wejscia,
* pozwalaja na usuniecie znacznika reprezentujacego glowice dla stanu akcep-
tujacego.

W takiej gramatyce mozemy wyprowadzié¢ stowa, ktore sa koricowymi zawarto-
Sciami tasmy maszyny M’, a wiec dokladnie stowa akceptowane przez M.

Twierdzenie: Jezyk generowany przez gramatyke og6lnag moze by¢ nierozstrzygalny.

dowo6d Jest to natychmiastowy wniosek z powyzszej konstrukcji, oraz z faktu, ze MT
akceptuja jezyki czeSciowo obliczalne, ale nie koniecznie obliczalne.

13.3 Gramatyki kontekstowe

Gramatyki kontekstowe to takie gramatyki ogolne, w ktoérych produkcje sa postaci o — f3,
gdzie o, B € (NUX), |B| > |a] i a #e.

Fakt: Jezyki generowane przez gramatyki kontekstowe sg obliczalne.

szkic dowodu: Dla gramatyki liniowej dlugosé¢ stowa w wyprowadzeniu nie moze ma-
le¢. Mozna wiec prze$ledzi¢ wszystkie mozliwe wyprowadzenia stéow o zadanej dtugosci
(wykrywajac ew. zapetlenia).

Fakt: Gramatykom kontekstowym odpowiadajg MT z taéma ograniczong liniowo.
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szkic dowodu: Jesli rozmiar tasmy jest ograniczony liniowo (tzn. istnieje taka stala c,
ze dla dowolnego wejscia x MT wykorzysta co najwyzej ¢ - |z| miejsc na tasmie), to mozna
ograniczy¢ dlugos¢ wykorzystywanej tasmy dowolnie wybrana mniejszg stala ¢ — stosujac
podobng technike do symulowania MT z wieloma $ciezkami. Nastepnie mozemy zasy-
mulowa¢ dzialanie MT ograniczonej liniowo za pomoca gramatyki kontekstowej w sposéb
podobny do symulacji podanej dla gramatyk ogélnych.

MT symulujaca gramatyke ogbélng w przypadku gramatyki kontekstowej da MT ogra-
niczong liniowo.

13.4 Hierarchia Chomsky’ego

Omawiane klasy jezykoéw mozna scharakteryzowaé¢ za pomoca rodzajow gramatyk:

Nr | Gramatyki Maszyny Jezyki

0 | ogblne (niedet.) maszyny Turinga | czesciowo obliczalne
1 | kontekstowe ograniczone liniowo MT kontekstowe

2 | bezkontekstowe | automaty stosowe bezkontekstowe

3 | liniowe automaty skorniczone regularne

Dodatkowo wérod jezykow czesciowo obliczalnych wyrézniamy obliczalne, gdy dany jezyk
i jego dopelnienie s czesciowo obliczalne.

13.5 Wyniki *-ek

65



